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Transformacoes. Mudanca de variavel.

Objetivos:
» transformacdes no plano e no espaco; mudanca de variaveis;
» transformacdo inversa; jacobiano da inversa;

= teorema da funcdo inversa.

Definicdo: Sejam f1, fo, ..., fn : D C R" — R, n funcdes reais de n variaveis reais.
Uma transformacdo é uma funcao vetorial de n varidveis do tipo

f:DCR"—R"
ponto X = (z1,Za,...,2,) € D —— vetor f(X) = (f1(X), fa(X),..., [u(X)) €R"

As funcoes reais fi, fo,..., f, sdo ditas de funcdes coordenadas.

A transformacdo f é diferencidvel (e portanto continua) no ponto Xy € D se e so-
mente se cada funcdo coordenada f1, fo, ..., f, é diferencidvel em Xj,.

A transformacdo f é de classe C*, k > 1, no aberto A C D se e somente se cada
funcdo coordenada fi, fa, ..., fn é de classe C* em A.

As transformacoes sao chamadas também de mudancas de varidvel. Pois elas trans-

formam as variaveis x1, x5, ..., x, nas novas variaveis
uy = fl(l'l, To, ... ,LCn)
Uz = f2(3?1, Lo, ... 7xn)
Up = fn(mlnya cee ,ZL‘n)

A transformacao inversa de f, caso existir, é a funcdo vetorial g : D C R" — R"
tal que fog = go f = id. Ela é denotada por f!, donde f~1(uy,ug,...,u,) =
(l’l,.ﬁﬂg, . ,.Z'n).

Observacdo: Nem toda transformacdo admite inversa. Por exemplo, f(z,y) = (22,y).
Observe que f(2,1) = f(—2,1) = (4, 1) pelo que a inversa n3o estaria bem definida em
(4,1).
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Transformacdes lineares: S3o do tipo f(X) = AX. Por exemplo:

Seja f : R? — R?, dada por f(x,y) = (x +y,z —y). As funcdes coordenadas sio
filz,y)=z+ye folz,y) =z —y.

Podemos representar essa funcdo por

A e g

——
A X

Transformacdes afins: S3o do tipo f(X) = AX + B, composicdo de uma transformacdo

—

linear e de uma translacao de vetor B. Por exemplo:

Seja g : R® — R3, dada por g(z,y,2) = (x+y+z2+1, —x+y+22—3,x+2y+2).
As funcdes coordenadas s3o gi(x,y,2) =x+y+ 2+ 1,9:(z,y,2) = -z +y+ 22 — 3
e g3(z,y,2) =+ 2y + 2.

Podemos representar essa funcdo por

T r+y+z+1 1 1 1| |z 1
glyl=|-x+y+2z2—-3|=|—-11 2| |ly|+|-3| =AX+B
z T+ 2y+2 1 2 0] |z 2
~—~
A X B

Transformacdes ndo afins: S3o transformacdes que ndo podem ser expressas da forma
AX + B, para alguma matriz quadrada A e vetor B. Por exemplo:

Seja h : R? — R?, dada por h(z,y) = (z + y,zy). As funcdes coordenadas so
hi(z,y) =z +y e ha(z,y) = zy.

Os exemplos mais conhecidos de mudanca de variavel ndo afim s3o as mudancas a
coordenadas polares, cilindricas ou esféricas:

() Mudanca de varidveis a coordenadas polares: Um ponto P = (z,y) € R?, descrito
em coordenadas cartesianas, pode ser descrito em outro sistema de coordenadas.
Por exemplo, o sistema de coordenadas polares (7, 6), onde r é o comprimento do

vetor OP e # é o angulo em radianos, tomado no sentido anti-horario, entre O
e 0 eixo x positivo.
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Temos a funcdo vetorial

¢, D CR* — R?* D =[0,+0c0[x[0, 27]
(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsenb)

Ela também pode ser apresentada como

r =1C0S0
(pp'{y:rsenH’ onde r>0 e 0¢€][0,2n].

A mudanca de coordenadas de polares a cartesianas é apzjl é apresentada como

_1:{rzvx2+y2 r#0, yekR.

7r 0 = arctan (¢) ’

(I1) Mudanca de variaveis a coordenadas cilindricas: A posicdo do ponto P = (z,y,2) €
R3 também pode ser determinado pelas suas condenadas cilindricas (r, 0, 2). A re-
laco entre as coordenadas cartesianas (x, y, z) e as coordenadas cilindricas (r, 6, z)
é dada pela funcao

w.:DCR*— R D =]0,+00[x[0,27[xR

(r,0) — (x,y,2) = (rcosd,rsenb, z)
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Figure 2: Coordenadas cilindricas

Ela também pode ser apresentada como

xr =1C0S0
w.: 4 y=rsenf , onde r>0, 6e€[0,2r] e z€eR.
2=z

A mudanca de coordenadas de cilindricas a cartesianas é ! é apresentada como

r=\/x%+y?
p.':¢ O=arctan(¥) , z#0, y,zeR
z=z
(IlI) Mudanca de varidveis a coordenadas esféricas: A posicdo de um ponto P =
(x,y, z) também fica determinada pelos nimeros p, ¢, 0, onde p é o comprimento

do vetor Oﬁ, ¢ € o angulo (em radianos) entre o eixo z positivo e o vetor O
e 6 é o angulo, tomado no sentido anti-horério, entre o eixo x positivo e o vetor
projecdo de O no plano xy.

T = psen @ cos
— -4 y = psen¢senl
z = pcoso

Figure 3: Coordenadas esféricas
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A relacdo entre as coordenadas (x,y, z) e (p, ¢, 0) é dada pela funcdo
¢e: D CR* — R D = [0, 4+00[x[0, 7] x [0,2n]
(p,0,0) — (z,y,2) = (pSsen ¢ cosh, psenpsend, pcos o)

Ela também pode ser apresentada como

x = psSen¢cosb
Yo y=psenpsend , onde r >0, ¢c0,x] e 6€]0,2n]
2 = pCOS ¢

A mudanca de coordenadas de esféricas a cartesianas é ! é apresentada como

r= /2% +y?+ 22
¢ = arctan(¥)

Pe s

¢ = arccos
a4+ y? 4 22

Definicdo: Seja f : D C R® — R" uma transformacao diferencidvel de coorde-
nadas fi, fa,..., fn. Se existirem todas as derivadas parciais das funcdes coordenadas,
a derivada de f no ponto X, € D é definida como a matriz quadrada:

> ? z # 07 (x7 y7 Z) % (07 07 O)

[0 ofi of
8_x1(X0) D14 ——(Xo) oz, (Xo)
/ _ |9/ Of2 Of2
J'(Xo) = A = (Xo) o5 ——(Xo) oz, (Xo)
_6_331(X0) a—xz(Xo) o (Xo)_
Dita derivada é chamada de matriz jacobiana de f no ponto X,. As vezes também

G(flw"afn)

0(x1,...,2p)

Observacdo: A matriz jacobiana de uma transformacdo f : D C R" — R"™ é uma
matriz quadrada n X n, e, assim tem determinante. Dito determinante é chamado de
jacobiano de f:

é denotada por D f(Xy) ou por

8f1 af1 afl
L) G e G
a 2 a 2 a 2
THX) = det (o) = | 200 TR0 e T2(x)
Ofn Ofn Ofn
ail(XO) ai;(XO) a:fn(XO)
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Regra da Cadeia: Sejam f: D C R®* — R", D aberto, e g : F C R" — R", E
aberto, duas transformacdes tais que f(D) C E. Se f é diferencidvel em X, e g é
diferenciavel em f (Xj), entdo a composta g o f é diferenciavel em X e

(g0 ) (Xo) =g (f (X0)) - /' (Xo),

onde ¢' (f (zg)) é a matriz jacobiana de g em f(Xy) e f’ (x¢) é a matriz jacobiana de f
em XO-

Teorema da Funcdo Inversa: Seja f : D C R — R", D aberto, uma transformacao de
classe C'. Se f'(X,) é uma matriz inversivel (i.e. Jf (Xj) # 0 ), entdo existe um aberto
U contendo Xy, tal que f: U — V = f(U) é inversivel com inversa [~ : V — U
de classe C'! e

(F71) %) = (" (Xo)) "
onde Yy = f(Xo).

Observacao:

(1) Nas condicdes do teorema da regra da cadeia, o jacobiano da composta é o produto
dos jacobianos:

J(go f)(Xo) = Jg(f (Xo)) - Jf (Xo)

(I1) Nas condicdes do teorema da func¢&o inversa, o jacobiano da transformacdo inversa
é o reciproco do jacobiano da transformacao:

1
Jf (Xo)’

T (Vo) = det(f' (X)) =

onde Yy = f(Xo).

Exemplos

1. Calcule a imagem do quadrado de vértices (1,1), (5,1), (5,5) e (1,5) pela trans-
formacdo f(z,y) = (4, 3y).
Solucao

A fronteira do quadrado Q é: a1 (t) = (t,1), ax(t) = (5,t), dz(t) = (—t +6,5),
dy(t) = (1,—t +6), para todo t € [1,5].

respectivamente.
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Consideremos, para cada 1 < ¢ < 5, os segmentos verticais 7.(t) = (c¢,t), com
1 <t <5, no interior do quadrado Q. A imagem desses segmentos sdo: f(c,t) =
(4c, £t). Ainda segmentos verticais no interior de f(Q).

Consideremos, para cada 1 < ¢ < 5, os segmentos horizontais 5.(t) = (¢, c),
com 1 < ¢ < 5, no interior do quadrado (). A imagem desses segmentos sdo:
f(t,c) = (4t, 5). Ainda segmentos horizontais no interior de f(Q).

as(t)

aa(t)
,

au(t)

aia(t)

Portanto a imagem do quadrado @ € o retangulo de vértices (4, 1), (20, 3), (20, 2)
e (4,2).

2. Calcule a imagem do retdngulo de vértices (—1,1), (2,1), (2,2) e (—1,2) pela
transformacdo f(z,y) = (ycosx,ysenz).
Solucao

A fronteira do retangulo R é: &y (t) = (¢,1), ds(t) = (—t + 1,2), para todo
te[—1,2]; e da(t) = (2,t), dy(t) = (—1,—t + 3), para todo t € [1,2].

A imagem da fronteira pela transformacdo sdo os arcos

f(t,1) = (cost,sent), f(—t+1,2) = (2cos(—t+ 1),sen (-t + 1)), para todo
te[-1,2];

e os segmentos

f(2,t) = (tcos(2),tsen(2)), f(—1,—t+3) = ((—t+3) cos (—1), (—t+3) sen (—1)),
para todo t € [1,2];

respectivamente.

Consideremos, para cada —1 < ¢ < 2, os segmentos verticais 7.(t) = (c,t), com
1 <t < 2. A imagem desses segmentos sdo: f(c,t) = (tcos(c),tsen(c)),
segmentos de reta que passa pela origem e tem vetor diretor (€COS ¢, senc).

Consideremos, para cada 1 < ¢ < 2, os segmentos horizontais s.(t) = (¢, ¢), com
—1 <t < 2. Alimagem desses segmentos sdo: f(t,c) = (ccos(t),csen(t)), arco
de circunferéncia de centro (0,0) e raio c.
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Portanto a imagem do retangulo R é a secdo do anel de raios 1 e 2 da figura a
seguir ou o retangulo circular de vértices (cos (2),sen (2)), (2cos(2),2sen(2)),

(2cos(—1),2sen(—1)) e (cos(—1),sen(—1)).

L
Q

Y
| Transformaciio nio lincar (plpr

£(@,9) = (yeos(@), y(sen(w)) C

L
Qe &

3. Calcule o jacobiano das seguintes transformacoes:

(i) flz,y) = (+y,x—vy);
(i) g(z,y,2) = (x+y+z2+1,—z+y+22—3,0+2y+2);

(iii) h(z,y) = (z —y,zy).

Solucao
(i) Temos f(z,y) = (v +y,z —y) = (filz,y), f2(x,y)), donde % =1,

Oh 0, 0, = —1. Ent3o,

L 2o, 22

Jy ox Jy
of Oh
_| 0z O N I S S 2
Jf(fﬂ,y)— % a_]:(é _’1 _1‘——2,V(£L’,y)ER
or 0Oy
(i) Temos g(x,y,2) = (r+y+z2+ 1, - +y+22—-3,x+2y+2) =
(1(z,y,2), 92(z,y, 2), g3(x, y, 2)) donde% =1 991 =1 99, =1
) J) ) )T ) ) J 1 al‘ 1 ay 1 az
992 992 992 993 993 993 .
92 _ 4 992 992 _o 9 T _o 9B _ g
Ox " Oy "0z " Ox " Oy "0z 0. Entao,
1 11
Jo(zy)=| -1 1 2|=0-1-1+(-1)-2-1+1-2-1-1-1-1
1 20

—(=1)-1-0-2-2:1=0-24+2—-1-0—4=—5Y(z,9) € R?
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(|||) Temos h(ﬂf’y) = (aj — y’xy) — (hl(l‘gy),hQ(J;,y)), donde aah]_ _ 1' aah]. —
z Yy
ahQ 8h2
" or Y, dy x. Entao,
Iha,y)=| - L = a -y V) e R?
T, Y) = y =z —y,Vx,y

4. Considere a translacdo f(x,y) = (ax + by + h,cx + dy + k), para algum vetor
(h, k) € R? e coeficientes a, b, c,d € R. Calcule o determinante jacobiano de f.

Solucao
Seja A= |* 1| Entdo, fley) = A|%| +|”
eja A= | Entdo, f(z.,y)= y A
dfi

Temos f(x,y) = (ax+by+h,cx+dy+k) = (fi(x,y), f2(x,y)), donde or ¢
8f1 8f2 8f2 3
ay , 3$ c, 8y d ntao,
o o
b
T =55 S 1=" ‘ = del(4), ¥(a,y) €R

Jor Oy
5. Determine o jacobiano da mudanca de coordenadas polares a cartesianas no ponto
(r,0).
Solucao

Temos ¢,(r,0) = (z(r,0),y(r,0)), onde z(r,d) = rcosd, y(r,d) = rsené.
Logo,

or or oy dy
E_cose, %_—rsene, E_sene, %_rcosﬁ.
Entdo
or Ox
| ar o9 | _| cost —rsend |
Tiop(r,6) = % % | send rcosf |
or 00

rcos*0 +rsen®d = r (cos® 6 +sen’f) =r
=1

Observe que o jacobiano da transformacdo depende unicamente do raio.

6. Determine o jacobiano da mudanca de coordenadas cartesianas a polares em (z,y).
Solucao
Temos T'(z,y) = (r(z,y),0(z,y)), onde r(z,y) = /x> + y?, 6(z,y) = arctan ().

Logo,
or x or Y

s Jrry % Jeig
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90 —yls®  —y 00 1z
oz 1+(§)2 24+ y? Oy 1+(%)2 2 4 y?
Ent3o
or Or x Y
e =| % G |- VIS VY
ox Oy x? + y? x? + 12
B x? y? 1

+ —
(22 4+ y2)\/ 2% + y? (x2—|—y2)\/x2+y2 \/IQ—l—yQ

Observacdo: Observe que T'= ¢, e Ji,(r,0) = r. Portanto, se 7 > 0 podemos
aplicar o teorema da func3o inversa para calcular JT'(z,y). Com efeito,

1 1 1
JT(z,y) = = -

Jo(r(z,y),0(x,y)) — r(z,y) /a2 142

7. Seja f : R® — R3 definida por f(x,y,2) = (zcosy,zseny, z?)

(a) Prove que f é diferenciavel.
(b) Calcule f/(1,%,1)
(c) Calcule o jacobiano de f

Solucao

(a) Temos f((L’,y,Z) = (fl(l’,y,Z),fQ(lL‘,y,Z),fg(fb,y,Z)) com fl(l’,y,Z) -
rCOSY, folz,y,2) = xwseny, fs(r,y,z) = 2

ofi _ on _ _ o _ g Of2 _ Af2 _
Como %t = cosy, 5y — —rseny, Gt = 0, 52 = seny, 5. — 1C0Sy,
% =0, % = % =0e ‘?% = 2z s3o funcdes continuas em R3, entdo f é
z T y z T
diferenciavel em R3.
(b) Temos

: O G cosy —zxseny 0
floyz)=| % 92 2 | = seny xcosy 0 | =
ofs Ofs O
s 8_313 52 0 0 2z
V2 V2o
TR S
0 0 2
cosy —xseny 0
(c) Temos J =| seny xcosy 0 |=2z(xcos’y+zsen?y)=2zz
0 0 2z

. w\ [ w4 2uv+3v AN A T
o s (1) = ()0 (5) - (o)

Calcule o jacobiano da fungdo composta g o f em (9).
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2 2
9. Seja f < ; ) = ( v xf‘zy > ,(z,y) € R% Mostre que f tem uma inversa em

um aberto contendo zy = ( 1_1 ) e calcule [f~Y (y0), Yo = f (x0),
Solucao

2 _ 2
Temos que f < z ) = ( v {L’—i-sz > = ( ﬁg:zg ) é de classe em R? pois

as derivadas para as de f; e f5 s3o funcdes continuas em R?. Tem também que
f T\ % % [ 2z —2y* —dxy
v) % %) 1 1
1 0 4
f/(IO):f,(ﬂ):(l 1)'
4

0
11
fungdo inversa, existe um conjunto aberto v contendo Xy, tal que f}, (f restrita a
v ) tem uma funcdo inversa =1, de classe C!, e além disso,

donde,

Como Jf (xg) = det f' (zg) = =0—4 = —4+#0, entdo pelo teorema da

Exercicios

1. Calcule a imagem do retangulo de vértices (—1,1), (2,1), (2,2) e (—1,2) pelas
seguintes transformagdes:

(i) Homotetia: f(x,y) = (4z,4y);
(ii) Rotacdo: g(z,
(iii) Reflexdo: h(z,

2. Seja f : R* — R? a funcdo definida por f(z,y) = (2% — ¢?, 22y).

(i) Mostre que a fungdo f transforma o circulo de centro na origem e raio  no
circulo de centro na origem e raio 2.
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(ii) Determine e esboce a imagem por f do retangulo de vértices (—2,0), (2,0),
(2,2) e (—2,2).

3. Determine o jacobiano de ¢. e de sua inversa.

4. Determine o jacobiano de . e de sua inversa.

2
5. Determine o determinante jacobiano de f < z > = ( v 2y + 3y ) em ( o ) =

r—=y Yo
0
5 )

6. Prove que o jacobiano de uma transformacdo afim T'(X) = AX + B é JT(X) =
det(A), para todo X € R™.

Respostas
1. () (iii)
-1 0 1 2
Imagem
5
Imagem
35 0 5
(i)
Imagem
S ) 0 1

2. (i) sem resposta
(ii)

_ -1_ 1

3. Jo. =1, Jp, T

9 -1 _ +1
4. JSOE =p sen Qb, JSOe - \/x2+y2+z2\/12+y2

5. =7

6. sem resposta
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