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Funcoes escalares de varias variaveis

Superficies de nivel

Objetivos:

= Compreender a nocdo de superficies de nivel e sua relacdo com o dominio e imagem
da funcao.

» Calcular e identificar a superficie de nivel que passa por um dado ponto.

» Esbocar as superficies de nivel.

Seja f: DCR" — R, (r1,29,...,0,) €ED +——w= f(x1,29,....,2,) €R.

Seja k € Im(f). O conjunto C, = {(z1,2,...,2,) € D; f(x1,22,...,2,) = k} C
D C R™ é dito conjunto de nivel de f no nivel k. As curvas de nivel s3o o caso particular
n=2.

Quando n = 3, os conjuntos de nivel se denotam por Sy, e se chamam superficie de nivel
de f no nivel k.

fmf

Figure 1: Relacao da superficie de nivel com o dominio e a imagem da funcao

Observacao
() Se f: D C R* — R, entdo Gy C R?, C,, € D C R?, Im(f) C R.
() Se f: D CR® — R, entdo Gy C R*, S, ¢ D C R?, Im(f) C R.
() Se f: D C R" — R, entdo Gy C R"™, C, € D C R", Im(f) C R.
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Exemplos
1. Seja f(x,y,2) = * + y*. Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)
(c) a superficie de nivel que passa pelo ponto (1,0, 0)
Solucao
(a) Dy =R’
(b) Im(f) =0, +o0
(c) f(1,0,0) = 1, entdo o nivel da curva é k = 1. Dai, S; : 2?2 +¢y> =1¢éa
curva desejada. Como essa equacdo nao envolve a variavel z, isso significa
que qualquer plano horizontal z = k (paralelo ao plano zy ) intercepta o G¢
segundo a circunferéncia 2% + y*> = 1. Assim, o G é obtido tomando-se a

circunferéncia 22 +y? = 1, no plano zy e deslocando-a paralelamente ao eixo
z. A superficie é dita cilindro circular reto.

Figure 2: Superficie de nivel & = 1 da funcdo f(z,y,z2) = 2> + 3

2. Seja f(x,y,2) = 2% + y* — 22, Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)

(c) Sy, superficies de nivel
Solucao

(a) Dy =R?
(b) Im(f) =R

(c) Seja k € Im(f) =R. Ent3o, a superficie de nivel correspondente é
Spat+yt -2 =k
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Sek=0,temos Sp: 22 +y>—22=0 ou 2%2=a?+y% Fazendox =0,
temos 2z = =+|y| e fazendo z = ¢, temos 2?2 + y? = ¢®. Logo, temos a forma
de Sy que é um cone.

Se k > 0, temos S, : 22 +y? — 22 = k. Fazendo x = 0, temos a hipérbole
y? — 22 = k no plano yz de vértices (0,v'k,0) e (0, —vk,0). Fazendo z = ¢,
temos a circunferéncia 2% +y? = k+c?. Assim, temos a superficie Sy, k > 0,
dita hiperboloide de uma folhas.

Sek <0ou—k >0, temos Sy : 22 — 22 —y? = —k. Fazendo z = 0, temos
a hipérbole 22 —y? = —k no plano yz de vértices (0,0,v/—k), (0,0, —/—k).
Fazendo z = ¢, com ¢ > v/—k ou ¢ < v/—k, temos circunferéncias 22 + 1> =
k+c?. Assim, temos a superficie Si,, k < 0, dita hiperboloide de duas folhas.

Figure 3: Superficie de nivel k£ < 0 (azul), £ = 0 (amarelo) e k£ > 0 (vermelho)
da funcédo f(z,y,2) = 2° +y* — 2*

A versdo do mapa de contorno para as superficies de nivel seria um grafico 3D com
as superficies de nivel uma dentro da outra:

Figure 4: Grafico 3D com as superficies de nivel da funcdo f(z,y, z) = 22 +y?—2>

Exercicios
1. Seja f(x,y,2) = In(2? +y* + 22 — 1). Determine:
(a) Dy
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(b) Im(f)

(c) superficies de nivel

2. Atemperatura em uma regido D do R?® é dada por T'(z,y, 2) = /36 — 422 — 9y2 — 22
Determine:

(a) aregido D

(b) ImT

(c) o conjunto de pontos que possuem a mesma temperatura do que o ponto
(0,1,v?2)

(d) as isotermas

3. Se a voltagem V' no ponto P(z,y, z) é dada por

6
(22 + 4y + 922)

V:

N

Determine:
(a) dominio de V/
(b) ImV
(c) as equipotenciais
Respostas
L (@) Dy:a?+y*+22>1
(b) Im(f) =R
(c) Sp:a?+y?+22=1+¢€" kR, esferas concéntricas de raio v/1 + e e
centro na origem.
Z,2 2 2
2. (a) D= {(:E,y,z); T +HL 5 < 1}
b) ImT = [0, 6]
c) Sy:da?+ 92 +22=11
)

d) So: &+ % 42 =1, S;={(0,0,0}, Sy:4a2+9y>+ 2% =36k,
0 < k < 6, elipsoides concéntricos de centro na origem.
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3. (a) Dy =R*—{(0,0,0)}
(b) ImV =]0, +o0]

(c) Sk:a?+4y*+922 =38, k > 0, elipsoides concéntricos de centro na origem.
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