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Funcoes escalares de varias variaveis

Regra da Cadeia e Derivacao Implicita

Objetivos:
» vetor gradiente;
» regra da cadeia: derivacdo de composicao de funcdes;

» derivacdo implicita; teorema da funcao implicita.

Vetor Gradiente

Seja f : D C R? — R que admite derivadas parciais em (a,b) € D. O vetor

V(a,b) = gradf(a,b) = (%(a,b), g—;(a, b)>

é dito (vetor) gradiente de f em (a,b).

Vf(a,b)

(a,0)

Figure 1: Vetor gradiente

Seja f : D C R® — R que admite derivadas parciais em (a, b, c). Ent3o

V(ab.e) = grada,,c) = (Gt G 00, F o)
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Teorema: Regra da Cadeia (derivada de fungdo composta)

Sejam f : D C R* — R, D aberto, 7 : I C R — R", tais que 7(t) € D, para
todo t € I. Se 7 for diferenciavel em ¢, e f diferencidvel em 7'(ty), entdo a composta
g(t) = f(r(t)) é diferencidvel em t, e

g (to) = V f (7 (o)) - 7" (o)

I
7 f
t — — .
f(r(@))
R
=for:ICR—R
t— g(t) = f(r(t))
Observacdes

(I) Se f for diferencidvel em D C R™ e i diferencidvel em I C R, entdo g(t) = f(7(t)) é
diferenciavel em [ e ¢'(t) = Vf(7(t)) - 7'(t) para todo t € I.

(Il) Paran =2, temos z = f(z,y), 7(t) = (x(t),y(t)) portanto,

V1 10) = (G000 S w000). 70 =000 = (Fo.50)
R g 0f o
/0= 200 = L0900 + St w0 0
ou dg. . Of de  Of dy
B0 = L0000+ Lao.u0) L0
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ou, abreviadamente,
dg _ 0fd  0fdy
dt — Oxdt  Oydt

Por abuso de notacdo, as vezes se escreve ¢'(t) como 2/(t), Z—j f;;
(II) Para n = 3, temos g(t) = f(7(t)) = f(z(t),y(t), z(t)).
Logo,

/ of : of : of /
§8) = G 0,00, 2(0)a'(0) + 5 0,00, 2O () + 5 ale)y(E), 202/
ou, abreviadamente,

do_0fds 0fdy  0fd:
dt Oz dt Oydt 0Ozdt
Por abuso de notacdo, as vezes se escreve ¢'(t) como w'(t), Cfl—l; ou %

Uma consequéncia da regra da cadeia

() Seja z = f(x,y) diferencidvel em D C R?, D aberto. Sejam z = x(u,v) e y = y(u,v)
diferenciaveis no aberto £ C R?, tais que (x(u,v),y(u,v)) € D. Ent3o, a composta

F(U,U) = f(I(uvv)vy(uav»

é diferencidvel em E C R? e

G :0) = S a0 o) 5 0 0) + 5ol ),y ) 2 0)
S :0) = S w00 G ) + a0,y ) 2 ,0)

ou, abreviadamente,

OF 8f31‘+8f8y
Ou Oz du ' dydu
OF 0f8x+8f8y
v Ox v Oy Ov
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(1) Sejam w = f(z,y, z) diferencidvel em D C R3, D aberto, z = x(u,v), y = y(u, )
z = z(u,v) diferencidveis no aberto E C R?, tais que (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) C
Ent3o, a composta

W= f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))

é diferencidvel em E C R? e, abreviadamente,

ow 8f8x+8_f@+8f82
du Oz du Oy ou 0z u
ow 8f8:c+8f8y+8f8z
v Oz dv Oyodv 0z v

Derivacado implicita

Definicdo 1: Uma funcdo y = g(x),x € I é definida implicitamente pela equacdo F'(z,y) = 0
se F(z,g(x)) =0, Vx € I.

Supondo F' e g sdo diferenciaveis, temos pela regra da cadeia:

e gD+ G gle) ' (a) =0

F
Supondo que aa—y(x,g(a:)) #0 Vx e l, temos

g
g(z)=— o , VYrel
e

/o) = (Grwae)) Going), Vol

Problema 1: Encontrar condicdes para que a equacido F'(x,y) = 0 defina implicitamente uma
funcdo diferenciavel y = g(z).

A solucdo do Problema 1 é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 1 (da funcdo implicita): Seja F': D C R? — R, de classe C'' no conjunto aberto
D. Seja (z9,y0) € D, tal que

(i) F (z0,50) =0

(“) g—j(moayo) # 0.
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Ent3o, existe uma vizinhanca I de z e uma funcdo de classe C!, g : I C R — R, tal
que g(xo) = yo e F(z,g(x)) =0, YV € 1.

Definicdo 2: Uma funcdo z = g(z,y), (z,y) € D é definida implicitamente pela equacio
F(z,y,z) = 0se F(z,y,9(z,y)) =0, V(z,y) € D.

Supondo F' e g diferenciaveis, temos pela regra da cadeia:

oF dr OF dy OF dg B

%(x, Yy, 9(z, y))ﬁ + a—y(x, Yy, 9(x, y))ﬁ + g(x, y,9(z, y))%(w, y) =0

oF de  OF dy OF Jg B

e (&:,y,g(w,y))dy + oy (x,y,g(fc,y))dy +3; (:c,y,g(w,y))ay(x,y) =0
Logo,

oF 0 oF

a(x,y,g(x,y))a—i(x,y) =5, @y 9(y))

OF g _OF
g(x,y,g(w,y)a—y(x,y) = —a—y(x,y,g(w,y))

F
Supondo aa—z(x,y,g(x,y)) # 0, Y(z,y) € D, temos

( oF
89 %(xayag(xay))
%(x’y):_ﬁF ) \V/(ZE,y> €D
5(%%9(%@)
oF
ag a_y<x7y7g<x7y))
a_y(xvy):_aF ) V(I7y)€D
5(%%9(%1/))

\

ou, equivalentemente,

OF ' (OF OF
v9<x7y) = - (E(l‘7yug(x7y))> (8_x7 8_y> ) V(I7y) S
(z.y,9(z.y))

Problema 2: Em que condi¢bes a equacdo F'(z,y,z) = 0 define implicitamente uma funco
diferenciavel z = g(z,y)?

A solucdo do Problema 2 é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2 (da func3o implicita): Seja F': D C R?* — R de classe C'! no conjunto aberto
D. Seja (zo,y0,20) € D, tal que
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(i) F(zo,%0,20) = 0;

(“) gf(anymZO) # 0.

Ent3o, existe uma vizinhanca V de (9, 0) e uma funcdo de classe C!, g : V C R? — R,
tal que g($07y0) =20 € F(x,y,g(:l?,y)) = O' V([E,y) eU.

Observacao

(I) O grafico das funcdo y = g(z) dada pelo Teorema 1 da fun¢do implicita esta incluido
na curva de nivel F'(z,y) = 0.

(1) O grafico das func¢do z = g(x,y) dada pelo Teorema 2 da func¢do implicita esta incluido
na superficie de nivel F'(z,y,z) = 0.

Exemplos

1. Seja f(z,y) = 2arctan T Caleule Vf(1,1).
Y

Solucao

Temos V f(x,y) = é _% —( 2y _293)
%’ +5 22y 2?4y

Assim, Vf(1,1) = (1, —

Vf(1,1)

Figure 3: Vetor gradiente de f(z,y) = 2arctan T o ponto (1,1)
Y

2. Seja f(z,y,2) = /222 + 3y? + 422. Calcule Vf(—1,1,1).
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Solucao

4z 6y 8z
Temos V f(x,y,z) = - - =, - - =, - - = |-
2v/202 4+ 3y? + 422 2/222 4 3y? + 422 24/22% + 3y® + 4z

Assim, Vf(—1,1,1) = (—2,1,3).

3753

3. Seja g(t) = f(3sent,e’).
(a) Expresse ¢'(t) em termos das derivadas parciais de f.

(b) Calcule ¢'(0), admitindo que af(() 1) =

oz

Solucao

(a) Temos g(t) = f(x,y) com = = 3sent, y = e'". Pela regra da cadeia, temos:

/)= 50 g + 5w = L Beost) + 2oy (20e”)
(b) Temos
(0) = Z@(0). () 3eos0) + F (2(0).50)) 0= 35 0.1 =35~ 1.

4. Suponha que, para todo ¢, f (3t,t®) = arctant, onde f(z,y) é diferencidvel em R?.

of of
g ==(3,1), admitindo que —— o

(b) Determine o plano tangente ao grafico de f no ponto (3,1, f(1,3)).

(a) Calcule +-(3,1) =

Solucao

(a) Seja g(t) = f(z,y), com x = 3t,yy = t3. Pela regia da cadeia, temos para todo
t:

, of dr  Of dy Of 5 ,Of ,
t) = =X (z, —+ z,y) — =3=— (3t,t%) + 3t2== (3t,1).
3 3t2

Como f (3t,t®) = arctant, entdo g(t) = arctant. Derivando em relac3o a t,

temos para todo ¢, ¢'(t) = e ou seja,
of 3 20f 3
3— (3t,t 3t°— (3t,t°) = .
ox ( ’ ) + oy ( ’ ) 1—¢2
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Para t = 1, temos:

of of 1

—(3,1 —(3,1

38 (3,1) + 363/ (3,1) =
Como 2—5(3, 1) = % entdo, Bgf(?) 1)+ g = % donde %(3, 1) = —%.
(b) A equacdo do plano tangente é :
of of
= f(3,1) + == (3, 1)z —3) + =23, )(y — 1
= FBD)+ Gr B -8+ 56 (- 1),

onde f(3,1) = arctg1 = 7. Entdo, temos

T 1 1
= @ -3)+=(y—1).
s T8t )
5. A curva C parametrizada por 7(t) = (2t,1?, z(t)) esta contida no graficode z = f(z, ).
Sabe-se que f(2,1) = 3, g—£(2,1) =1le g—y(Z,l) = —1. Determine a eq

reta tangente a C' no ponto 7(1).
Solucao

A equacdo da reta tangente a C' em 7(1) é dada por:

(z,y,2) =7(1)+ A(1), A € R.
Como 7(t) = (2t,t% 2(t)) estd contida no grafico de z = f(x,y), entdo z2(t)
f(2t,t%), e portanto, 2(1) = f(2,1) = 3. Logo, 7(1) = (2,1,3).
(2,2t,2'(t)), donde (1) = (2,2,2( )-
Como z = f(x,y), com z = 2t, y = 2, entdo, pela regra da cadeia, temos
of dr  Of dy of of
Z(t) = == (z,y) - + Y) - — =2—(x,y) + 2t=—(x,
(t) = 5 (.y) dt ay< y) 3 5 & Y) ay( Y)
:2 =2t
donde,
of of _ _
(1) =25(2 1)+28—y(2 1)=2-1+2-(=1)=0.

Portanto, (1) = (2,2,0). Assim, a equacgdo da reta tangente é:

(r,y,2) = (2,1,3) + A(2,2,0),\ € R.

Temos 7 (t)

uacao da
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6. A pressdo P (em kilopascals), volume V' (em litros) e temperatura 7' (em kelvins) de
um mol de um gas ideal relacionam-se pela equacao PV = 8,317. Determine a taxa
de variacdo da pressao quando a temperatura é 300 K e estd aumentando com a taxa
de 0,1 K/s e o volume é 100 L e estd aumentando com a taxa de 0,2 L/s.

Solucao
Das hipéteses sabemos que quando 7" = 300, o= 0,1. E que quando V = 100,
dv
— =0,2.
dt ’
1T
Considere P(V,T') = 3,3 . Aplicando a regra da cadeia:
dP_@PdV+8PdT _—8,3T‘ 02+8,3‘ 0.1
di — OVdt T OT di[r—ao  V? s A VA v 1
3-(-8,31) 8,31
— . 2 —_— 1 g 1 f— KP
ST 0,2+ 100 0, 0,054 0,0 0,06 as/s

0z 0
7. Seja z = f (u? — v?, 2uw), onde f(z,y) é diferencidvel. Expresse a_z e a_z em termos
u Qv
das derivadas parciais de f.

Solucao

2

Temos z = f(z,y), onde v = u®> — v?, y = 2uv. Pela regra da cadeia, temos

9z Of oz Of dy of 0f(z,y)

u %(a:,y) 9u —I—ay(a:,y) v QU%(ZE,?J) +2v oy
2u \2(
— af 2 2 af 2 2
= QU&E (u v ,2uv) + 2vay ( v ,2uv)
0z Of oxr Of dy Iy )
o 8x(x’y) ov —i—ay(x,y) v Qvg)x (u* =", 2uv)
el P
—I—QU% (u2 — 2, 2uv)

8. Mostre que a equacdo z%y + 3y3z? = 4 define implicitamente uma funcdo y = g(z)
no ponto (1,1). Calcule ¢'(1).

Solucao

Seja F(x,y) = 2%y + 3y3x* — 4 que é de classe C' em R2. Temos:
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(i) F(1,L1) =143 —4=0;

(ii) ?9_];(1’ 1) = [22 + 9y2x4](171) =14+9=10#0.

Logo, pelo teorema da funcdo implicita, existe uma vizinhanca I de 1 e uma funcdo de
classe C', g: I CR — R, tal que g(1) = 1 e F(x,g(z)) =0, Vz € I.

E aplicando a regra da cadeia:

oF
OF . gle)
J(z) = ——8; , Voxel

a—y(ﬁf,g(w))

Logo,
oF
/(1) B _%(L 1) B _E B 7
= OF |y~ 10 %
oy

oF oF
pois %(x,y) = 2xy + 12y323, dai 8_:16(1’ 1)=2+12=14.

9. Mostre que a equacdo z3+y3+ 23 —3zyz = 4 define uma funcdo implicita diferenciavel
dg dg

—(1,1) e ==(1,1).

(1,1 e 220,1)

z = g(z,y) no ponto (1,1,2). Calcule 3
Y

Solucdo Seja F(z,y, z) = 23 +y> + 2% — 3zyz — 4 que é de classe C' em R3. Temos

() F(1,1,2) =14+ 14+8—6—4=0;
. OF
(i) 5

z

(1, 1, 2) = [322 — 3$y](1’1’2) =12-3=9 75 0.
Logo, pelo teorema da funca implicita, existe uma vizinhanca V' de (1, 1) e uma funcdo

de classe C!, g : V € R? — R, tal que ¢g(1,1) = 2 e F(z,y,9(z,y)) = 0,
V(z,y) e V.

E aplicando a regra da cadeia:

( oF
89 8_x<x’y’g<x’y))
%(x’y):_ﬁF ) V(IE,y)GD
E(xay7g(x7y))
oF
89 a_y(‘raymg(xay))
a_y(x7y>:_aF ) v(xmy)ED
E(Ia%g(%y))

\
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Portanto,
( oF
dg A et T
2,1 = - - 12 _
ox 8_F(1 1,2) 9 3
aZ ) )
oF
—(1,1,2
dg (9y( 1,2) [3y* = 3zz]112) 1
Oy 0_F(1 1,2) 9 3
\ 82 7 7
Exercicios

1. Suponha que para todo ¢, f (%, 2t) = ¢3 — 3t, onde f(x,y) é diferencidvel. Mostre que
of of
—(1,2) = ——=(1, 2).

SL2=-302)
: of of L .
2. Admita que para todo (z, y),:ca—(x,y) —ya—(x,y) =0, onde f(x,y) é diferenciavel.
T Y
Mostre que ¢g(t) = f (t, %) t > 0 é constante.

3. A pressdo de 1 mol de um gas ideal estd aumentando em uma taxa de 0,05 kPa/s
e a temperatura estd aumentando em uma taxa de 0,15 K /s. Use a equacdo PV =
8,31 T para determinar a taxa de variacao do volume quando a pressao for 20 kPa e
a temperatura for 320 K.

oF oF oF
4. Seja F(z,y,z)=f E, g, “ ). Mostre que t— +y— + z— = 0.
y z'x ox oy 0z
; 2 Lo o dg Og
5. Seja g(x,y) = xf (z* + y,2y,2x — y), onde fé diferencidvel. Expresse 32 & 5y &M
T Y
termos das derivadas parciais de f.
6. Suponha que f(z,y) é uma funcdo de classe C', tal que a—f(Q,—S)) = —1. Sabe-
Y
se que um ponto se desloca sobre o grafico de z = f(x,y), ao longo de uma curva
7(t) = (2sent,7cost — 3,z(t)), onde t representa o tempo. Determine o vetor
velocidade no instante em que suas coordenadas sdo (2, —3,6).
7. Seja F(r,0) = f(x,y), onde x = rcosf,y = rsend, sendo f(z,y) diferenciavel.

Verifique que
af COSH OF OF
a—y(x, y) = . %(r, ) + sen QE(T, 0).
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0 0 0
8. Seu=a"f <g, z, i), onde f é diferenciavel. Mostre que x—u —i—y—u —i—z—u = mu.
x zw oxr “ 0y 0z

9. Seja w = f(x,y), onde f é diferencidvel, se x = rcosf, y=rsenf, mostre que

D\, ()P (), 1 (]
Ox oy ) — \or r2\ 00 )

10. Seja f : R® — R diferencidvel em Py = (0,0,0), tal que % (Ry) = 2, g—“;; (Ry) =
af

5 (Py) =0, f(Ry) = 1. Defina g(u,v) = f(u—v,u*—v,3v—3) e calcule a

equacdo do plano tangente ao grafico de g no ponto (1,1,1).

11. Suponha que a equac3o In (2?2 + 32 — 1) + €® = 1 define implicitamente uma funcio
z = f(z,y) diferenciavel em (v/2,0).

(a) Calcule Vf(v/2,0).
(b) Calcule a equacio do plano tangente a superficie = = f(x, %) no ponto (v/2,0, f(1/2,0)).
(c) Aproxime o valor de f(1.3,0.1). Considere v/2 = 1,41.

Respostas

1. sem resposta
2. sem resposta
3. —0,27¢/s
4. sem resposta

5. % (z y) = f(u,v,w) +z [Qx%(u, v,w) + Qg—i(u,v,w)}

oz
) == | Fuv.w) + 28w v,w) - o),

onde u = 2% + y,v = 2y, w = 2w — y.
6. 7
7. sem resposta
8. sem resposta

9. sem resposta
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10. x — Ty — 16z = —28
11. (a) Vf(+/2,0) = (-=2,0)

(b) z=—2(z — V2)
(c) £(1.3,0.1) ~ —2(1.3 — 1.41) = —0.22

@080
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