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@080

Funcoes escalares de varias variaveis

Extremos absolutos em compactos. Multipli-
cadores de Lagrange

Objetivos:
= Teorema de Weierstrass; célculo de maximos/minimos absolutos em compactos

» Multiplicadores de Lagrange

Teorema (de Weierstrass): Se f : D C R* — R é continua num conjunto compacto
K C D, entdao f tem um valor maximo absoluto e também um valor minimo absoluto
em K.

Método para encontrar extremantes absolutos em um conjunto compacto

1. Achar os pontos criticos no interior de K, Int(K), e achar os valores de f nestes
pontos criticos.

2. Achar os valores maximos e minimos de f fronteira de K, F'r(K).

3. Compare os valores obtidos no item 1) e 2). O maior deles serd o valor maximo
absoluto e o menor deles serd o valor minimo absoluto.

O conjunto fronteira de K pode ser um ponto, uma curva ou unido de pontos e
curvas. Portanto, um caminho natural para calcular os maximos e minimos na fronteira
é estudar a imagem da parametrizacdo do conjunto.

Exemplo: Encontre os extremos absolutos da funcdo f(z,y) = 2x% + 3y? na regido

K={(r,y) eR*-1<2<1,0<y<1}.

Figure 1: O conjunto K = {(z,y) e R* -1 <2< 1,0<y < 1}

Page 1



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Observe que o conjunto fonteira de K é a unido dos segmentos: Cy : (—1,0)(1,0),
Cy: (L,0)(1L,1), Cy:(L1)(—1,1) e Cy:(—1,1)(—1,0).

J4 ointerior de K é a parte interna do retangulo, isto é, Int(K) = {(z,y) e R*; -1 <z <1,0<y < 1}

Como K C Dom(f) = R? é um conjunto compacto e f(z,y) é uma funcio continua
em K, entdo o Teorema de Weierstrass nos garante a existéncia de maximo e minimo
em K.

1. Calculemos o pontos criticos no interior de K.

of

—(z,y) =0

Ox :{436—0
ﬁ( - 6y =0
ay x’y -

Donde, x = y = 0. Como (0,0) ¢ Int(K), ndo temos pontos criticos no interior
do compacto.

2. Calculemos o maximos e minimos na fronteira de K.

Y i) cs(t) N

Observe que a fronteira de K é a unido dos segmentos C; : «a;(t) = (¢,0),t €
[(—1,1]; Cy : ao(t) = (1,t),t € [0,1], C5 : az(t) = (—t,1),t € [-1,1] e
Cy:ay(t)=(—1,1—1t),t € [0,1]. Estudemos cada segmento por separado:

(a) Seja g1(t) = f(au(t)) = f(t,0) = 2%, t € [-1,1]. Donde ¢(t) = 4t =
0 < ¢t =20. Como 0 é um ponto interior do intervalo [—1,1], os
valores maximos e minimos absolutos de f no segmento C'; serdo atingidos
no instante t = —1, t = 0 out = 1. Temos, g1(—1) = f(—1,0) = 2,
91(1) = f(1,0) =2 e g1(0) = f(0,0) = 0.

(b) Seja go(t) = flaa(t)) = f(1,t) = 2+ 3t*, t € [0,1]. Donde gj(t) =
6t =0 <= t=0. Como 0 é um extremo do intervalo [0, 1], temos que os

valores maximos e minimos absolutos de f no segmento (', serdo atingidos no
instante t = 0 ou t = 1. Temos, g2(0) = f(1,0) =2 e ¢2(1) = f(1,1) = 5.
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(c) Seja g3(t) = f(as(t)) = f(—t,1) = 2t* + 3, t € [-1,1]. Donde g4(t) =
4t =0 <= t=0. Como 0 é um ponto interior do intervalo [—1, 1], temos
que os valores maximos e minimos absolutos de f no segmento (5 serao
atingidos no instante t = —1,t =0 ou t = 1. Temos, g3(—1) = f(1,1) =5,
g5(0) = £(0,1) =3 e g5(1) = f(~1,1) = 5.

(d) Seja g4(t) = flau(t)) = f(=1,1 —t) =2+ 3(1 —t)?, ¢t € [0,1]. Donde
gi(t) = =6(1 —t) =0 <= t=1. Como 1 é um extremo do intervalo
[0, 1], temos que os valores maximos e minimos absolutos de f no segmento
C serdo atingidos no instante t = 0 ou t = 1. Temos, g4(0) = f(—1,1) =5
e gu(1) = f(=1,0) = 2

3. Resumindo:

pontos | (—=1,0) | (0,0) | (1,0) | (1,1) [ (=1,1) | (0,1)
valores| 2 | 0 | 2 | 5 | 5 | 3

Comparando todos os valores da tabela, temos que o valor maximo absoluto em
K é5, atingido nos pontos (1,1) e (—1,1). Ja o valor minimo absoluto em K é
0, atingido no ponto (0, 0).

Observe que todos os valores sdo atingidos na fronteira de K, pois f ndo possui
pontos criticos no interior de K.

Na figura a seguir o compacto K C Dom(f) estd desenhado com cor roxa no plano
z =0, Ja a imagem do retangulo e seu interior, f(K) C Gy, esta desenhado com cor
amarela. Observe como os pontos mais altos em f(K) sdo A = (1,1,5) e B = (—1,1,5);
e 0 ponto mais baixo de f(K) é C' = (0,0,0).

A=(1,1,5)

B=(-1,1,5)

Gy

Figure 3: Extremantes absolutos em compactos
Quando a fronteira do compacto é uma curva suave, existe um outro método para

calcular os extremantes do item 2 do método para encontrar extremantes absolutos em
um conjunto compacto. Esse novo método é devido a Lagrange.
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Maximos e minimos condicionados com uma restricio: Sejam f,g: D C R? — R, D
aberto. Queremos extremar f(x,y) sujeito a condicdo g(x,y) = 0.

Dizemos que (z,yo) é méaximo local (respectivamente, minimo local) de f sujeito
a condicdo C' : g(x,y) = 0 se existir uma bola aberta B de centro (z,yo), tal que

f(xo,y0) = f(x,y) (respectivamente, f (zo,%0) < f(z,9)), V(z,y) € BNC.

Teorema de Lagrange: Se f,g s3o de classe C' em D, C : g(z,y) = 0 é curva de
nivel da funcdo g e

(3) Vglz.y) # (0,0) em C
(b) (z0,y0) é um extremante local de f sujeito a condicdo g(z,y) =0

Ent3o,
Vf (Io,yo) HVQ <I07y0> .

Equivalentemente, existe A € R (dito multiplicador de Lagrange), tal que

V[ (xo,y0) = AVg (20, Yo) -
Observacao:

(1) Se a curva C' : g(x,y) = 0 for compacta, o Teorema de Weierstrass garante a
existéncia de extremantes absolutos condicionados. Portanto, para encontrar os
candidatos (g, yo) a extremantes locais de f(z,y) sujeito a condicdo g(x,y) = 0,
basta com resolver o seguinte sistema

( ( 8 a
a—i(fﬂ,y) = Aa—i(x,y)
Vf(z,y) = AVy(z,y)
ot a—f(x y) = A@(%’ y)
g(x,y) =0 oy oy’
\ [ 9(2,y) =0

para algum A € R, sempre que Vg(z,y) # 0 na curva de nivel. Depois devemos
fazer uma analise dos dados para achar os extremantes globais.

(I1) Se a curva C : g(x,y) = 0 n3o for compacta (por exemplo xy = 0), o Teorema de
Weierstrass ndo se aplica. Portanto n3o estd garantida a existéncia de extremantes
absolutos na curva C.

(I11) Sejam f,g: D C R® — R, D aberto, funcdes de classe C' de trés varidveis. En-
tdo o conjunto C': g(x,y, z) = 0 é uma superficie de nivel. Para encontrar os can-
didatos (xg,¥yo,20) a extremantes de f(z,y, z) sujeito a condicdo g(z,y, z) = 0,
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devemos resolver o sistema:

| () =2 P (0.2)
Vf(z,y,2) =AVg(z,y,z) g—z(%% z)=A g—z(%y, z)
ou
= L) =2 L(e0.2)
( [ 9(2,9,2) =0

para algum \ € R, sempre que Vg(z,y,2) # 0 na superficie de nivel.

Exemplo: Determine o méximo absoluto de f(z,y) = 2% — y?, sujeito & condicdo
322 + 2y = 1.

Note que f e g(z,y) = 322 +2y? — 1 sdo de classe C' e Vg(z,y) = (6z,4y) # (0,0)
para todo 322 + 2y?> = 1. O método dos multiplicadores de Lagrange nos diz que o
candidato a maximo absoluto condicionado deve verificar as equacdes

Vf(r,y) = AVg(z,y)

g(a,y) =0
ou
(2x, —2y) = A (6z,4y) 20 =6 x (1)
= —2y=4\y (2)
322 + 2% — 1 =0 322422 —1=0 (3)

1 1
De (1) temos que x =0 ou A = 3 Substituindo z = 0 em (3) obtemos y = +—.

V2

1
) e (0, —=) s&o candidatos a maximo.

V2 V2

1 4
Substituindo A\ = 3 em (2) obtemos —2y = 3Y donde y = 0. Substituindo y = 0

Portanto os pontos (0, —

1 1
em (3), temos que x = +——. Portanto os pontos (———,0) e (—=,0) também sdo
(3) q 7 p ( 7 ) (\/§ )
candidatos a maximo.
Vamos calcular os valores de f nesses pontos:
1 1 1 1
ontos | (0,———=) | (0,—=) | (———=,0) | (—=,0
pontos | (0.——=) | (0.22) | (=—2.0) | (52.0)
valores | —1/2 | —1/2 | 1/3 | 1/3

Comparando os valores da tabela, temos que o valor maximo de f na curva C' :

1
3z% +2y* — 1 =0 é 1/3, atingido nos pontos (+—=,0).

\/g?
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Interpretacdo geométrica do método dos multiplicadores de Lagrange: Os valores ex-
tremos absolutos de f(x,y) restrito a condicdo g(x,y) = 0 sdo atingidos nos pontos
onde os vetores gradientes de f e g sao paralelos. Isto é, nos pontos onde a curva
g(z,y) = 0 for tangente a uma curva de nivel de f.

Com efeito, seja C': g(z,y) = 0 a curva de nivel k£ = 0 de g verificando C' C D.

R

Figure 4: Curva de nivel g(z,y) =0

Sejam Cy,, Ck,, Cky, Ck,, ... curvas de nivel de f com k1 < ko < ks < ky < ...

A figura a seguir mostra um dos pontos extremos condicionados. Observe que na
intersecao da curva restricdo com a curva de nivel Cj, e na intersecdo com a curva Cj,
temos mais dois extremos condicionados. Para detetar qual dos trés pontos é de maximo
e qual é de minimo absoluto, precisamos conhecer apenas os valores dos niveis k; e ky,
pois o nivel k; estd entre k; e ky. Portanto, se k; < k4, 0 ponto (z,y) é ponto de
maximo absoluto (condicionado). Ja se k; > k4, o ponto (z,y) é ponto de minimo
absoluto (condicionado).

Vg(xo,yo)

Figure 5: Interpretacao geométrica do método dos Multiplicadores de Lagrange
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Exemplo: Identifique no mapa de contorno de f(z,y) = 2? — 3* os extremantes condi-
cionados a 322 + 2y% = 1.

02 0 6 g 12 14

1
C: 322 +2y2—-1=0
Cr: a2t —y*=k

2

Figure 6: Extremantes de f(z,y) = 22 — y* condicionado a 322 + 2y?> = 1

Maximos e minimos condicionados com duas restricdes: Sejam f,g,h: D C R® — R,
D aberto. Queremos extremar f(z,y, z) sujeito as condi¢des g(z,y,2) =0 e h(z,y, z) = 0.

Sejam S : g(z,y,2) = 0, uma superficie de nivel de g, e Sy : h(x,y,z) = 0, uma
superficie de nivel de h. E seja C' = 51 N S5 a curva intersecao das duas superficies.

Se f,g,h sio de classe C' em D aberto de R3 com Vg(z,y,2) # O em S e
Vh(x,y,z) # O em Sy. Temos que

Vg (zo, Yo, 20) L S1 em (xo, Yo, 20) €

Vh (.Qﬁo,y(), Zo) 1 Sg em (.270,@/0, Zo).
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vf(wﬂl Yos ZO)

WV g (o, Yo, z
9( 05 Yo, 0) Vh(o, yos 7o

Sy: h(z,y,z) =0
Figure 7: Multiplicadores de Lagrange com duas restricoes
Se (29, Yo, 20) € um extremante local de f(z,y, z) sujeito a g(x,y, 2) = 0 e h(z,y, z) =
0, entao
(a) Vf(xo, Yo, 20) estd no plano determinado por Vg(xo, Yo, z0) € Vh(xg, yo, 20). Isto
&, Vf(zo, 50, 20) = AVg(0, Yo, 20)) + 1V h(zo, yo, 20), para alguns A, i € R.
(b) g (5307907 ZO) =0
(C) h (xo, Yo, ZO) =0

Portanto, para encontrar os candidatos a extremantes locais de f(z,y, z) sujeito as
condi¢bes g(z,y,2) =0 e h(z,y, z) = 0, devemos resolver o seguinte sistema:

Vf(z,y,2) = AVg(z,y,2) + puVh(z,y,z)

g(x,y,2) =0
h(z,y,z) =0

Exemplo: Encontre os pontos de maximo e minimo de f(z,y,2) = x + y + z, sujeito as

restricdes x? +y* =2 ez +2 = 1.

Devemos resolver o seguinte sistema

Vf(z,y,2) = AVyg(z,y,z) + puVh(z,y,z)

g(x,y,2) =0
h(z,y,2) =0
onde g(z,y,2) = 2> +y* —2 e h(z,y,2) = v+ 2 — 1.
Temos

1 =2\z+p (1)
1 =2y 2)
1=y (3)
22y’ =2 (4)
r+z=1 (5)
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De (1) e (3), temos 2Az = 0, donde A = 0 ou z = 0. Se A = 0 entdo de (2) temos
1 =0, o que é absurdo. Logo, = 0. De (4) e (5) termos y = +v/2, 2 = 1. Assim,
(0,4/2,1) e (0,—+/2,1) sdo candidatos a extremantes. Como f é continua e a curva

r+z=1
méximo e minimo absolutos. Como f(0,v/2,1) = 2 +1 > f(0,—v/2,1) = —v2 +1,
entdo f tem maximo 1+ /2 em (0,1/2,1) e minimo de 1 — /2 em (0, —v/2,1).

2 2
Tt +y = , . - .
C: { y € um conjunto compacto, entdo pelo teorema de Weierstrass temos

Exemplos
1. Uma placa metélica tem a forma de um disco D = {(z,y);2* +y* < 1}. Ela
é aquecida de modo que a temperatura num ponto (x,y) é dada por T'(x,y) =
3x? + 22 + % Encontre a maior e a menor temperatura na placa.
Solucao

Como D é um conjunto compacto e T'(z,y) é uma funcdo continua em D, entdo
o Teorema de Weierstrass nos garante a existéncia de maximo e minimo em D.

Yy y Y 2, .2
, D24y =1

oT or
Em Int(D), no interior de D, temos 8—(93,y) = 6z, a—(az,y) =4y + %
€z Y

Os pontos criticos em Int(D) sdo encontrados resolvendo o sistema:

oT

a—(:}:,y):()

z j{690:0 :{xzo

3T( =0 y+L =0 y(4+4)=0 =y=0 ou y=-12
- &, Y) =

Ay

Portanto, (0,0), (0,—12) sdo as solu¢des. Como (0,—12) ¢ D, entdo (0,0) é o
tnico ponto critico de 7" em Int(D). Temos 7°(0,0) = 0.

Na fronteira de D (Fr(D)) é a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1. Uma
T = COSt

parametrizacdo da curva seria ] , 0 <t < 2m.
y=SInt

Page 9



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Logo, a temperatura em F'r(D) é dada por

. sendt
T(t) = T(cost,sint) = 3cos®t + 2sen’t + 5 O<t<2m

Em 0,27[: T'(t) = 0 < 6cost(—sent) + 4sentcost + ?’SQT“”cost =0

—2sencost+sen?tcost =0« sentcost(—2+sent) =0 = sentcost =

sent =2 2
0 ou S——=sentcost=0 O<t<2m t=2, t=% t=m.
absurdo! -

Na fronteira de [0,27]: 0 e 27
Temos T'(0) = T(1,0) = 3, T(27) = T(1,0) = 3.

Comparando todos os valores encontrados, temos

0=1T(0,0) < 3="T(1,0) = T(—1,0).

Assim, a temperatura minima é 0 e ocorre em (0,0) e a temperatura maxima é 3,
ocorrendo em (1,0) e (—1,0).

2. Encontre o maximo e o minimo da funcdo f(x,y) = 2? + 32y — 3z definida em
D={(z,y) eR% 220,y 20, +y < 1},
Solucao

Como a funcdo f é continua no compacto D, entdo pelo teorema de Weierstrass
existem maximo e minimo em D.
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No interior de D, os pontos criticos sdo encontrados resolvendo o sistema

0

W 2.y =0

X {2x+3y—3:0 (1)
3x =0 (2)

L =0

2)=2=0=3y—3=0=y=1=(0,1).

Como (0,1) ¢ Int(D), entdo n3o existem pontos criticos de f no interior de D.
Portanto, os extremantes absolutos estdo na fronteira de D.

Temos Fr(D) = C, UCy U (3, onde
Ci:x=0, 0<y<l, Cy:y=00<x<
Em Cy:gi(z) = f(z,y) = f(0,y) =0,0<y <

1.
Em Cy : go(x) = f(x,y) = f(z,0) = 22 — 32, 0 < x < 1. O gréfico da funcio é
uma parabola com valor méximo f(0,0) = 0 e minimo f(1,0) = —2.
EmCs: g3(z) = f(z,y) = f(z,1—x) = 2®+3x(l—2)—3x = 2*+32—32* -3z =
—22%, 0 < z < 1. O grafico da funcio é uma parabola com valor maximo
f(0,1) = 0 e minimo f(1,0) = —2.

Portanto, o valor maximo de f em Fr(D) é 0 e ocorre em todos os pontos da
curva (. Ja o valor minimo é —2 e é atingido no ponto (1,0).

r<1l; Ci3:y=1—20<x<1.

Funcao constante.

3. Determine o maximo de f(x,y) = x + ¥, sujeito a condicdo 2% + y? = 1.
Solucao

Seja g(z,y) = x? + y* — 1. Queremos maximizar f(x,y) = x + y sujeito a
g9(z,y) = 0.

Tanto f quanto g sdo funcdes de classe C*, ent3o para aplicar Multiplicadores de
Lagrange devemos resolver o sistema

{ Vf(z,y) = AVg(z,y)

g(x,y) =0
ou
(1.1) = A2z, 29) o )
2?42 =1 1 =2y (2)
P4yt =1 (3)
1,2 B 0= 2 ae L mor oy oy 22— 1
e T 22T 2y - —Y -
V2 (V2 V2 V2 V2
Portanto, x = j:T,a: = y. Dali, SRR e 5T sao 0s can-

didatos a extremantes locais.
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Como f(x,y) = z +y é continua e C : 2> + y?> = 1 é um conjunto compacto,
entdo pelo teorema de Weiererstrass f assume maximo absoluto e também minimo
absoluto em C'. Alias,

f(ﬁ @)_\/5>f(_£ _ii)__\/z

V2 V2

entdo o ponto de maximo é (7, 7) e 0 valor méximo é v/2.

4. Encontre os pontos da elipse 2% + zy + y?> = 3 mais préximos e mais afastados da
origem.
Solucao
A distancia de (z,y) a origem é dada por d(x,y) = /2% + y2. Entdo, devemos
minimizar f(z,y) = d*(z,y) = 2> + y* sujeito a g(z,y) = 0, onde g(x,y) =
22+ xy +y? — 3.

Tanto f quanto ¢ sdo funcdes de classe C*, ent3o para aplicar Multiplicadores de
Lagrange devemos resolver o sistema

{ Vi,y) =AVg(x,y) 3‘; _ iéigfzz; (12))
g(x,y) =0 > +ay+y?=3 (3)

- {EPEN

Como (0, 0) n3o satisfaz (3), entdo o sistema (4) admite solugdo ndo trivial. Logo,
o determinante dos coeficientes deve ser nulo. Isto é :

2-2\ =X

— _ 2 _ 2
gy F0= =20 =N =0

2
= (2-20-N2-2+1)=0=(2-3)2-N)=0= =7 our=2

3 3 3 3
substituindo em (3), temos que 3z? = 3. Logo x = +1 e y = z. Donde, (1,1) e
(—1,—1) s3o candidatos a extremantes.

2 4 2 2 2
Se)\:§, entao (2——)x——y:():>—9c——y:0. Portanto, y = x e

Se A =2 entdo 2—4)z —2y =0 = —2x —2y = 0. Portanto, y = —z e
substituindo em (3), temos que 22 = 3. Logo z = +/3 e y = —x. Donde,
(v/3,—v/3) e (—/3,/3) também s3o candidatos a extremantes.

Como C : 2% + xy + > = 3 € um conjunto compacto e f é continua, entdo f
assume maximo absoluto e também minimo absoluto em C'.
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Temos
f(171) :f(_la_l) :2<f(\/_7_\/§) :f(_\/§7\/§> :6’

entdo os pontos mais proximos da origem sdo (1,1) e (—1,—1); e os pontos mais
afastados da origem s3o (\/3, —\/5) e (—\/3, \/3)

5. Determine o ponto da esfera 22 + 3> + 22 = 12, cuja soma das coordenadas seja
maxima.
Solucao
Queremos maximizar f(z,y,x) = x + y + z sujeito a g(x,y,z) = 0, onde
g(z,y,2) = 2> +y* + 22 — 12.
Tanto f quanto ¢ sdo funcdes de classe C'!, ent3o para aplicar Multiplicadores de
Lagrange devemos resolver o sistema

1 =2\ 1)
Vi(r.y) =AVg(zr.y) 1=2Xy (2)
g(x,y) =0 1=2X\z (3)
224+ y?+ 22 =12 (4)
1 1 1
Como z,y,z # 0, de (1),(2),(3) temos que A = — = = —. Donde

21 2y 2z
r =y = 2. Substituindo em (4), 322 =12 =22 =4. Daix =42, 2 =y = 2.
Portanto, os pontos (2,2,2) e (—2,—2, —2) sdo candidatos a extremantes.

Como a esfera 22 + y? + 22 = 12 é um conjunto compacto e f é continua, pelo
teorema de Weierstrass tem-se que f admite maximo absoluto em minimo absoluto
na esfera. Como f(2,2,2) =6 > f(—2,—2,—2) = —6, entdo (2,2,2) é o ponto
da esfera cuja soma das coordenadas é a maxima possivel.

Exercicios

1. Encontre os valores extremos absolutos de f(z,y) = 4zy — 2 — y*> — 6x na regido
D={(z,y) e R*»0<x<2,0<y<3z}.

2. Determine os pontos de méximo e minimo absolutos da funcdo f(z,y) = e~ (22 + 2y?)
em D: 22 4+ 3% < 0.

3. Encontre os extremantes absolutos de f(z,y) = 2% + y* — 2x — 2y + 4 no disco
D:{(z,y);2* +y* < 9}.

4. A temperatura em qualquer ponto (z, %) do plano é dada por T'(x, y) = x*—z+2y°.
Qual a temperature maxima e minima num disco fechado de raio 1 centrado na
origem?

5. Estude os maximos e minimos absolutos da funcao

(a) f(x,y) = 2% — 2wy +y?, restritaa a2 + 92 =1
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(b) f(x,y) = x* — 2y?, restrita a 22 + y*> — 22 =0

6. Determine o ponto do elipsoide 22 +4y?+ 22 = 1 que maximiza a soma -+ 2y + 2.

2 2
7. Em que pontos da elipse de equacao -+ 5]

eixos coordenados um tridngulo de area m|n|ma?

= 1 a reta tangente forma com os

8. Seja f(z,y) = 322 + 2V 2xy + 49>,

(a) Determine os extremantes locais de f em R2.

(b) Atemperaturaem uma chapa D = {(z,y); 2% + 3> < 9} édada por f(z,y) =
322 + 2v/2xy + 4y>. Determine o maximo e minimo valor da temperatura
(se existirem) em D.

Respostas
1. Maximo absoluto é 0, em (0,0) e o minimo absoluto é —16 em (2,0)

2. Méximo absoluto é 18¢7? em (0, 3) e (0, —3); minimo absoluto 0 em (0, 0).

3. Maximo absoluto é 13 + 61/2 em ( 3‘2[, %§> minimo absoluto é 2 em (1,1).

s . 49 1 ﬁ s 4 1 1
4. Temperatura maxima é 2 em < R ) e temperatura minima é —1 em (3,0).

(a) (\/Li’ \/LE) ponto de minimo; (\/Lﬁ, —%) ; <—\/L§7 %) pontos de maximo

(b) (2,0) ponto de maximo; (g,_> ( 23

4

OJIN)

: ) pontos de minimo.

6. (352 35)
-<—” ) (o) (o) (o
)

(0,0) é ponto de minimo local

\l
o
o

)

[ee]
/\A
vv

[@recel
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