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@080

Funcoes escalares de varias variaveis

Calculo de limites. Continuidade

Objetivos:
» teorema do confronto; teorema do anulamento;
= coordenadas polares; coordenadas esféricas;

= continuidade

Teorema do Confronto: Seja (a,b) um ponto de acumulacdo de D. Se

f(z,y) < g(z,y) < h(z,y) em By(a,b) ese lim f(z,y)= Llim h(z,y) =1L,
(@)~ (a,b) (2:5)~(a,D)

entdo lim x,y) = L.
(z,y)—(a;b) 9(@:y)
Teorema do Anulamento: Seja (a,b) um ponto de acumulacdo de D. Se

( l)m} b)f(:c,y) = 0eg(z,y) élimitada em B,(a,b), isto é, se |g(x,y)| < M, V(z,y) €
x,y)—(a,

B (a,b), entdo (2,y)9(z,y) = 0.

lim
(x,y)—(a,b) /

Observacdo

(I) O Teorema do confronto e o Teorema do anulamento sdo vélidos em qualquer
dimensao.

(I lm f(z,y)=0 < lim |f(z,y)| = 0. Vélido em qualquer dimen-
(@,y)—(a,b) (@)= (a,b)
sdo.

(H11) No caso de fungdes de duas variaveis, podemos calcular o limite passando a coor-
denadas polares
xr=pcosfd y=psend,

onde p > 0e @ € [0,27]. Por exemplo:

lim ycos(z®+4*) = limpsendcos (p®) =0,
(z,y)—(0,0) p—0

pois |psen f cos (p?)| < p para todo 6.
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(IV) No caso de funcdes de trés variaveis, podemos calcular o limite passando a coor-
denadas esféricas

r=pCO0SpCosH y=pcos¢psend z=psenao,
onde p >0, ¢ € 0,7 e 6 € [0,27]. Por exemplo:

lim TYz

——  _ —limpcos®’¢psengcoshsend =0,
(2,4,2)—(0,0,0) T2 + Y2 + 22 pHOp ¢ ¢

pois |p Cos* g sen ¢ cosfsend| < p para todo 6, ¢.

Continuidade: Sejam f: D C R®* — R e P € D um ponto de acumulacdo de D.
Dizemos que f é continua em P se

lim f(X) = f(P)

X—=P

Se f for continua em todos os pontos de um aberto A C D, dizemos que f é con-
tinua em A.

Se f for continua em todos os pontos do dominio D, dizemos que f é continua.

Propriedades: Sejam f,g : D C R™ — R continuas em P € D. Entao as seguintes
funcoes também s3o continuas em P:

(@) f£yg
(b) f-g

(c) 5 desde que g(P) # 0

Observacdes:

(I) Uma func3o polinomial de duas variaveis é uma soma de termos da forma cz"y™,
com ¢ € R, inteiros ndo negativos. Portanto, usando propriedades de funcées
continuas, segue que toda funcdo polinomial é continua em R2.

(I1) Analogamente, as funcdes polinomiais de n variaveis sdo continuas em R™.

(I1) Uma funcdo racional é o quociente de duas fun¢des polinomiais. Portanto, toda
funcdo racional é continua nos pontos onde o denominador nao se anula, isto é,
em seu dominio.

Teorema: Sejam f: D CR*" — Reg: E CR — R, tais que Im(f) C E. Se f for
continua em P e g continua em f(P), entdo a composta h = g o f é continua em P.
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h=gof:DCR"—=R
Figure 1: Continuidade da funcao composta

Exemplos

. 1
1. Calcule lim zsen ——, Se existir.
(=,9)—(0,0) e +y

Solucao: Temos

1
0< l’senm = |$||Senm | < |l‘|
<1
Como Llim |z]=0= Llim 0, entdo pelo Teorema do Confronto, temos
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
lim ):csen —+—5| =0, donde lim zsen——— =0
x2+y2 (:c,y)—)(0,0) x2 + y2
"
2. Calcule Llim ———, Se existir.
(z,9)—(0,0) T* + Y
2
Solugdo: Temos que 0 < y* < y® + 2%, pelo que |———| < 1. Alias,
y* +a?
lim y =0, entdo pelo Teorema do Anulamento,
(z,y)—(0,0)
Y’ : y

lim ——— = lim A
@)=00) T2 +12  @w)-00) 2 + 32

3. Calcule lim yln(2® +4?), se existir.
(2,y)—(0,0)

Solucdo: lim yln(2®+¢?) = limpsendln(p?) = 0, pois
(z,y)—(0,0) p—0

|psendln (p*)] < pln(p?)
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e lim,_pln(p?) = 0 aplicando L'Hopital.

4. Seja f(x,y) continua, entdo  sen(f(z,vy)), n(f(z,v)), f(x,y) sdo funcdes
continuas.
222y
. —_— 0,0
5. Seja f(v,y) = 322+ 32’ (z,y) 7 (0,0) :
0, (z,y)=(0,0)
Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f.

Solucdo: Observemos que D; = R?. Por propriedades de continuidade, segue

que f é continua em (x,y) # (0,0). Ora, Vimos na Aula 4, Exemplo 4, que
lim f(xz,y) =0. Logo, f é continua em R

(z,y)—(0,0)

6. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f(z,y) = ln xﬁ—:f;{z

Solucdo: O dominio de f é determinado pela desigualdade % >0, (z,y)#
(0,0), donde = > y. Entdo, Dy = {(z,y) € R*z >y}

y

A funcdo f é a composta das funcdes h(u) = Ilnu e g(z,y) = 57%5. Como
9(x,y) = 52747 € continua em Dy por ser racional e h(u) = Inu ¢ continua em

R por ser logaritmica, entdo a composta f = h o g é continua em Dy.

7. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de

2?2+ y2+1, ,sea?+9y?<4
f(x7y>:{ 0 ser_i_ 2 4
) y" >
Solucdo: Temos Dy = Dy UDyUC, onde Dy : a2 +y* >4, Dy 2? +y? <4 e
C:2*+y* =4
Temos:

i f é continua em Dy, pois f(x,y) = 0 (funcdo constante) em Dj;
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i f é continua em Dy, pois f(z,y) é uma funcdo polinomial em Ds;
i Temos f(z,y) =2>+y?+1=4+1=25em C. Seja (a,b) € C.

Entdo ( l)lrrg )f(w,y) =5 ao longo de C. Seja ('} uma curva passando por
z,y)—(a,b
(a,b) e contida em D;. Logo, ( l)lrrg )f(x,y) = 0 # 5, ao longo de (.
z,y)—(a,b
Assim, f ndo é continua em C' e portanto, o conjunto de continuidade de f

é DyUDy =R~ {(z,y); 2% + y* = 4}.

C1
D,
R S
B ~
e S
2
/,

~o _

Exercicios
1. Calcule, se possivel, os seguintes limites:
2
) lm —
(2.9)—=(0,0) /22 + 12
3% — 202 4 3y’ — 20
(b) lim x Y + oy x Y
(2,5)—(0,0) x? 4+ y?
z3
(c) lim e+
(z,9)—(0,0)
(d) lim arccos
(z,y)—(1,1) T + Y
2, .2
(e) Llim sec @+ y)
(z,9)—(0,0) vei+yr+1-1
() | r?sen’y
(2.9)>(00) T2+ y*
. 2% — ¢
lim ———=—, por coordenadas polares.
(z,9)—=(0,0) /22 + 12
Yy
. sen (2% + y* + 22
(h) lim ° (2" +y +z ) por coordenadas esféricas.
(2.9,5)2(000) T2+ y2 + 22
. arctan
2. Sabendo que: 1 — xsg—yz < M < 1. Calcule lim arctan (zy)
v (,)—(0,0) Ty
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Ty
5, 9 ; 07 0
3. A funcdo f(z,y) =< 22 +y? (@) # (0,0) é continua em (0,0)?
0, (z,9)=1(0,0)
sen (zy)
4. A funcio f(z,y) = vy (z,y) # (0,0) é continua em (0,0)?
0 , (z,9)=(0,0)

5. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de

(a) fla.y) = ln 222

(b) f($7y>: y_%

6. Discuta a continuidade das funcoes abaixo:

(b)  flz,y) = se (z,y) # (0,0);  f(0,0) =2

B y* + 322y? 4 2ya?
(22 +12)°

(c) f(z,y) , (z,y) # (0,0); £(0,0) =0

1
(d) fo,y) = e 71, se a® +y* < 1; f(z,y) =0, se 2 + ¢ > 1.
7. Calcule o valor de k para que a funcdo dada seja continua em (0,0) :

(a) f(z,y) = (2* +y*)sen ., (z,y) # (0,0) e f(0,0) =k
(b) f(2,9) = L (w.9) # (0,0) € (0,0) =k — 4.

Respostas
1. ()0 5. (a) (z,y) ERY, y<z, x#—y
(b) O
(c) 1
(d) 7/3
(e) 1
(f) o
(g) 0
(h) 0
2. 1.
3. Nao (b) {(xy) €RZy > 1 2> 0 ou
4. Nao y < % x <0
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(b) E em R?

L | (c) N3o é em (0,0)
\\, (d) E em R?

(a)
6. (a) Ndo éem (0,0) (b) k=14

@lecel
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