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@080

Funcoes escalares de varias variaveis

Conceito e propriedades de limites

Objetivos:

= Compreender a nocdo de limites; propriedades dos limites

= existéncia e unicidade do limite; limites por caminhos;

Sejam f: D C R" — R e P € R™ um ponto de acumulacdo de D. Dizemos que
o limite de f(X) quando X tende a P é o nimero L, e escrevemos

)l(impf(X):L ou f(X)—L, se X—P

quando

lim |f(z)— L| =0

|| X —P||—0
Se o limite existir, ele deve ser Unico.

Observacdo: Para n = 2, temos P = (a,b), X = (z,y). Entdo,

lim f(z,y)=L ou f(z,y) =L, se (z,y)— (a,b)
(2,5)—(a,b)

quando

lim — [f(z,y) = L| =0

[l(z,y)—(a,b)|| =0
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f L f<$7y> }Bl

Isso significa que para cada bola aberta B; de centro L, existe uma bola aberta B,
de centro (a, b), tal que para todo (z,y) € By C D (exceto provavelmente (a,b)) tem-se

f(z,y) € By C Im(f).

Propriedades
Sejam )EILnPf(X) = L, )EILnPg(X) =LyekelR

L lim (F(X) % g(X)) = L + Ly

2. lim (kf(X)) = kL

X—P
3. )l(ifjp(f(X) -9(X)) = L1 Ly
4. lim @:ﬂ se Ly # 0.

X—=P g(X) LQ
5. Se h: R — R tal que lim h(u) = L, entdo

u—>L1

lim h(f(X)) = lim h(u) = L

X—P u—L1

Limites por caminhos

Seja f: D CR" - Re P =(ab) € R" um ponto de acumulacdo de D. Se existe o

limite )Eimpf(X) = L, X = (z,y), entdo o valor do limite ao longo de qualquer caminho
%

contido em D também é L, isto é,

lim f(z,y) = lim f(a(t)) = L,

(z,y)—(a,b) t—=to
ao longo de C

para qualquer curva C' C D parametrizada por o : R — R™ e tal que tler at) = P.
—to

Observacao:
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(I) Temos o seguinte fato em célculo de uma variavel:

3lim f(x) = L+ 3 lim f(z) = lim f(z) =L

r—ra T—a T—a—

Portanto, se lim f(z) # lim = Alim f(x)

z—at

(I1) Temos o seguinte fato em célculo de varias variaveis:

3 lim r,y)=L< 3 lim x,y) = L,
(z,y)—(a,b) f@9) (z,y)—(a,b) f@9)
ao longo de C'

para toda curva C' passando por (a,b).
Portanto, se C e Cy sdo duas curvas passando por (a,b) tais que
lim = flz.y)# lm flzy)=7F lim f(z,y)

(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)
ao longo de C ao longo de C>

(I11) Se acharmos dois (ou trés ou mil) caminhos quaisquer C; e C tais que

lim x,y) = lim x,y) = L,
(z.y)—(a,b) fw.9) (z,y)—(a,b) fz:9)
ao longo de C; ao longo de Cq
jamais poderemos dizer que ( l)m} ) (x,y) = L, pois poderia se dar o caso de
z,y)—(a,b
encontrar um outro caminho C3 com ( l)lm( : f(z,y) # L. Ver Exemplo 7.
z,y)—(a,b

ao longo de C's

Exemplos
1. Se f(z,y) = c (funcdo constante), entdo lim f(xz,y)= Llim c=c¢
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)
2. Se f(z,y) =z, entdo lim z,y)= Llim z=a
f@,9) (z,y)—(a,b) f@,9) (z,y)—(a,b)

3. Se f(x,y) =y, entdo lim z,y) = lim =b
flz,y) =y mwemmf( Y) em Y

4. Seja f(z,y) =2xy? — 2’y +x —y— 3. Calcule lim  f(x,y)

({E,y)—)(l,—l)
Solucao
Por propriedades de limite, temos
lim z,y)= lim 2z —2*y+2r—y—3=
(x,y)—>(1,—1) f( y) (I,y)—)(l,—l) y y y
= lim 2z *— lim 2°y+ lim 2— lim y— lim 3=
(w’y)—}(l’_l) ({E,y)—)(l,—l) (x’y)%(l_l) (x»y)%(l’_l) (:L“,y)—>(1—1)

=2-1- (1) =1*(-1)+1—-(-1)=3=2+1+1+1-3=2
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a? +y? + 27 :
5. Sej =—2 _ — Calcul lim .
eja f(z,y,2) 221 alcule . LA f(z,y, z)
Solucao
: 0+0+1
Lim x,y,72) = ———— = —1, j4 que o limite do denominador n3o se
(x,y,z)—)(0,0,l)f< 9:2) 0—0+1 jaq
anula.
sen (zy)

6. Calcule lim ———22
(z,y)—(0,0)  TY
Solucao
N3o podemos aplicar nenhuma propriedade, pois( l)lnz )xy = 0. Entdo, facamos
z,y)—(0,0
u = zy. Como (z,y) — (0,0), entdo u — 0. Logo

. sen .. sen

lim sen (zy) = lim (w) =1
(z,y)—(0,0) Ty u—0 u

7. Seja f a funcdo definida por f(z,y) = amd

(a) Calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (0,0) ao longo de cada um
dos seguintes caminhos:
(i) eixo dos z; (ii) eixo dos y; (iii) da reta y = .

(b) Existe lim  f(z,y)? Em caso afirmativo, qual o seu valor?

(z,y)—(0,0)
Solucao

(a)

i . . t-0
lim =lim f(t,0) = lim ——— =0
(z,y)—(a,b) f(z,9) t—0 1(£.0) =0 12 4+ (2
ao longo do eixo =
i . . 0-t
lim =lim f(0,t) = lim——— =0
(z,y)—(a,b) J(w.y) t—0 10.1) =0 02 + 12

ao longo do eixo y

) ) .ttt 2 1
lim =limf(t.t) = lim—— = — = =
(z,y)—(a,b) J(@.y) t—0 f(t:1) t—0 12 + 2 2¢2 2

ao longo da reta y=x
(b) Observe que o limite ao longo dos eixos é 0, pelo que alguém poderia

pensar que o lim  f(x,y) =0 e estaria errado. Pois o limite ao
(z,y)—(0,0)

longo da reta y = z da % N3o adianta calcular o limite ao longo de um
milhdo de caminhos, sempre pode (o n3o) existir um outro caminho com
limite diferente. Se ligue!!

Exercicios

2 2

1. Seja f a funcdo definida por f(x,y) = 52

2 +y2 .
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(a) Calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (0,0) ao longo de cada um

dos seguintes caminhos:

(i) eixo dos z; (ii) eixo dos y; (iii) da reta y = .
(b) Existe

(z,y)—(0,0)

2. Calcule, se possivel, os seguintes limites:

(a)

(b)
(c)
(d)

()

(f)

(h)

(i)

(k)

tan (2% + y* + 2?)

lim

(2,9,2)—(0,00) X2+ Y% + 22

lim —2
(@,y)=(0,0) /22 + 72

%y

| - <
(z,y)—(0,0) T* + 2

lim 2ty

lim (x+y+2z—23)°
(292210 23(z — 2)(y — 1)

. 2 | 2 2 2
(%yl)l_rfgom (x +y ) [n (Sx + 3y )

) In(1 sen
lim (1+xy)senxy
(z,9)—(0,0) Ty

. sen (2z) tan

i SeN (22 tan &)
(x,y)—(0,0) ey

im LY
(z.9)—=(0,0) /22 + 12
lim z?sen?z
(z.9)—(0,0) 22 + 1y
lim M
(z.9)—(00) T2 +y

Respostas

1. (a) (i) 1; (i) =1; (iii) 0

b

2. (a

b

C

(
(
(
(

nao existe

1 (d) 2 (g) 0
ndo existe (e) ndo existe (h) 2
ndo existe (f) 0 (i) 0

lim f(x,y)? Em caso afirmativo, qual o seu valor?

() 0

(k) n3o existe

[@lecel
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