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Funcoes escalares de varias variaveis

Extremantes locais. Classificacao de prontos
criticos

Objetivos:
» definicdo de maximo e minimo global;
» definicdo de maximo e minimo local; definicido de ponto de sela;
» func3o hessiana; classificacdo de pontos criticos;

» célculo de méximos/minimos absolutos em abertos.

Sejam f: D CR? — Re (a,b) € D.
Definicdo 1: Dizemos que (a,b) € D é ponto de méximo global ou absoluto de f se

f(z,y) < fla,b), V(z,y) € D.

Neste caso, f(a,b) é o valor maximo de f.

Definicdo 2: Dizemos que (a,b) € D é ponto de minimo global ou absoluto de f se

f(z,y) = fla,b), V(z,y) € D.

Neste caso, f(a,b) é o valor minimo de f.

Exemplo:
Seja f(xvy) = xQ + y2v (.'17,3/) S Rz' Gy
Temos
f(an) :0<x2+y2=f(x,y), (0,0)

para todo (z,y) € R2 Logo (0,0) é ponto

de minimo global de f. Figure 1: Minimo global
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Exemplo:

Seja f(x,y) = 4—a2—y, (v.y) € B2

Temos
Gy
f(070) :424—$2—y2:f(l’,y),
para todo (z,y) € R2. Logo, (0,0) é ponto _ a
de maximo global de f. Figure 2: Maximo global

Definicdo 3: Dizemos que (a,b) € D é ponto de méaximo local ou relativo de f se existir
uma bolsa aberta B de centro (a,b), tal que

fz,y) < f(a,b), V(x,y)€e BND

Definicdo 4: Dizemos que (a,b) € D é ponto de minimo local ou relativo de f se existir
uma bola aberta B de centro (a, b) tal que

f(z,y) = f(a,b), Y(z,y) € BND.

Os pontos de maximo e de minimo de f sdo denominados extremantes de f.

(a,b, f(a,b))

Figure 3: Maximo local
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Figure 4: Dois maximos locais e Figure 5: Extremantes locais que nao
globais com mesmo valor sao globais

Teorema: Sejam D C R? aberto e f : D — R diferenciével em (a,b) € D. Se (a,b)
af

, . 0 .
é um extremante local de f, entdo —f(a, b) = 0 e =—(a,b) = 0; ou equivalentemente,

ox dy
Vf(a,b) = (0,0).

Interpretacdo geométrica: Sendo f diferencidvel em (a,b). O plano tangente ao grafico
de f em (a,b, f(a,b)), onde (a,b) é um extremante local de f, é um plano horizontal.

Com efeito, o plano tangente ao grafico de f no ponto (a,b, f(a,b)) é:

z— fla,b) = 3~(a,b)(z — a) + ==(a, b)(y — b)
(93::0 ay_ Y

donde, z = f(a,b) que é um plano horizontal.

Figure 6: Plano tangente em um extremante local
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Definicdo 5: Seja f : D C R? — R, D aberto. Um ponto (a,b) € D é dito de ponto
critico de f se V f(a,b) = (0,0) ou se V f(a,b).

Observacdes:

(1
()
(1

(V)

Se (a,b) é um extremante local, entdo (a,b) é ponto critico.
Se (a,b) é um ponto critico, ent3o (a,b) é candidato a ser extremante local.

A reciproca do Teorema é falsa.

De fato, considere a funcdo f(z,y) = y*> — 22, que é diferencidvel. Os pontos
criticos de f sdo encontrados resolvendo o sistema

of

Ox N { —2x =0
af 0 2y=0
a_y(xuy) -

Portanto, (x,y) = (0,0) é o Gnico ponto critico da fun¢do.

Observe que o grafico de f tem equacdo G, : z = y* — 22, que é um paraboloide
hiperbdlico.

Figure 7: Ponto de sela

Pelo grafico de f, vemos que o ponto critico (0,0) ndo é um extremante local.
Com efeito, a curva intersecio com o plano = = 0, isto é, z = 42, possui um
minimo em (0,0). J4 a curva intersecdo com o plano y = 0, isto é, z = —1?,

possui um maximo em (0, 0). Neste caso, (0,0) é dito de ponto de sela.

Seja p(z,y) = Ax? + By? + Cay + Dx + Ey + F, onde A, B,C, D, E, F sdo
constantes. Se A # 0 e B # 0, entdo o gréfico de p, G, é um paraboloide eliptico
ou um paraboloide hiperbélico.
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Figure 8: Sela, maximo e minimo

Se (a,b) € R? é um extremante local de f, entdo GG, é um paraboloide eliptico.
Logo (a,b) é um extremante absoluto de f.

Se (a,b) € R? ndo for um extremante local de f, entdo GG, é um paraboloide
hiperbélico. Logo (a,b) é um ponto de sela.

(V) Se f: D C R? — R, D aberto, for uma funcio de classe C* e (a,b) um ponto
critico, ent3o
) 1% , 1P,
P, = _— — — — — L (y=>b)* =
(5:0) = £0. 0450 D) e—a) -0+ 5 5 T 0 D=0+ 5L (-0

(V1)

= A2? 4+ By? + Cay + Dx + Ey + F,

onde A, B,C, D, E, F sao constantes, é o polinbmio de Taylor de ordem 2 de f
centrado no ponto (a,b).

Se Vf(a,b) = (0,0) e o ponto critico (a,b) ndo for um extremante local (méaximo

ou minimo), ent3o (a, b) é dito de ponto de sela.

Para analisar a natureza de um ponto critico (a,b) de f tal que V£(0,0) = (0,0)
usaremos o teste da derivada segunda.

Seja f : D C R? — R, D aberto, cujas parciais de segunda ordem existem em D.

A matriz _
0*f 0*f
hi(z,y) =
0*f 0*f

é dita matriz hessiana de f no ponto (z,y) € D.

Seja f: D C R? — R, D aberto, de classe C? em D. A funcio

o*f o*f

@(:Ly) 8$—&y(x7y) 82f 82f an 2
aen=| L |- (52s@0)

6w8y(x’y) 8_y2($’y)
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é dita hessiano de f no ponto (z,y) € D.

Observe que o hessiano Hf(x,y) é o determinante da matriz hessiana hs(z,y),
V(z,y) € D.

Por abuso de notacdo escreveremos H(x,y) sempre que ndo houver dividas sobre a
funcao f.

Observe que
1 —
Paa) = fa)+ glo—ay =t et [ 5]

sendo P,(z,y) o polindmio de Taylor de ordem 2 centrado em (a, b) da funcdo f.

Assim, de acordo com a observacdo (V) e (V), préximo do ponto (a,b) a funcdo
f(z,y) pode ser enxergada como um paraboloide eliptico ou um paraboloide hiperbdlico,

—-b
negativa ou definida positiva (de esquerda a direita na figura da Observacdo (1V)).

dependendo da forma quadrética [z —a,y —b] h¢(a,b) [z B a} for ndo definida, definida

O Teorema a seguir relaciona o argumento anterior com os extremantes da funco.
Ver observacdo (V).

Teorema (teste da derivada segunda): Seja f : D C R*> — R, D aberto, de classe C?
em D. Seja (a,b) € D, um ponto critico de f, isto é, V f(a,b) = (0,0). Entdo,

2
(i) H(a,b) >0e %(a,b) >0 = (a,b) é ponto de minimo local de f

2

(i) H(a,b) >0e %(a,b) < 0 = (a,b) é ponto de maximo local de f

(iii) H(a,b) <0 = (a,b) é ponto de sela de f

(iv) H(a,b) =0 = nada se conclui.

Exemplos

1. Determine os pontos criticos de f(x,y) = 2 + y* — 3z — 3y.

Solucao

Como f é diferencidvel em R?, ent3o os pontos criticos de f s3o encontrados
resolvendo o sistema
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0

W ey =0

X N 3:102—3:0:> x2:1:> r ==+l
of 32 —3=0 y? =1 y==+1

Portanto, os pontos criticos sdo (1,1), (—1,1),(1,—1),(—1,—1).
2. Determine os pontos criticos de f(z,y) = /22 + y>.

Solucao

Temos g * af(gz:,y) Y Y(z,y) # (0,0).

dr  \JaZty2 Oy Var+y?
Observe que D; = R?, portanto falta estudar a origem. Temos

9 (0:0) =lim I M

0
O limite n3o existe, logo /Ha—f((),()) e também n3o existe V f(0,0). Entdo, (0,0)
X

é o Unico ponto critico da funcao f.

Como f(0,0) =0 < /22 + 42 = f(z,y), V(x,y) € R?, o ponto critico (0,0) é
um ponto de minimo absoluto de f.

:
.
:

3. Classifique os pontos criticos da funcdo f(z,y) = z* +y* — 3z — 3y.
Solucao
Vimos anteriormente que (1,1), (1,—1), (—1,1) e (=1, —1) sdo os pontos criticos
de f. Temos, f, =32*—3, f, =3y* — 3, fux =62, fo, =0, f,, = 6y.
Logo,
6z

0
H(:U,y):’ 0 6y ‘:36xy.

Aplicando o teste da segunda derivada:
H(1,1) =36 >0, f,u(1,1) =6 > 0= (1,1) é ponto de minimo local
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H(-1,1) = —36 < 0= (—1,1) é ponto de sela.
H(1,—-1) = —-36 < 0= (1,—1) é ponto de sela

H(-1,-1) =36 > 0e fu(—1,—-1) = =6 < 0 = (—1,1) é ponto de
maximo local.

4. Seja f(z,y) = 2* + y*. Determine os pontos criticos de f e classifique-os, se
possivel, pelo teste da derivada segunda.

Solucao
0 0
Temos 8_£ = 43, 8—3{ = 4y3.
Logo,
af
! 4 =0 (z,9) =(0,0)
of 493 =0 € o Unico ponto critico da funcao
'l -0
3y (2,9)
o0 f o0 f 0 f 1222 0
Temos ek 1222, o 122, 20y 0, logo H(z,y) = 0 122 | =
1442%y?, donde H(0,0) = 0. Portanto, nada se conclui pelo teste da derivada
segunda.
Contudo,

£(0,0) =0 <a' +y* = f(z,y)
para todo (z,y) € R2. Logo, (0,0) é ponto de minimo global de f.
5. Analise a natureza dos pontos criticos de f(z,y) = 2z* + y? — 2% — 2y.

Solucao

Temos f, = 8z% — 2z, f, = 2y — 2. Para encontrar os pontos criticos de f,
devemos resolver o sistema de equacoes:

{fx:O N {8333—2;5:0 N {4:)@(49&2—1):0

f,=0 2y —2=0 2y—1=0
. [r=0 ou 42 —1=0 . [r=0 ou r=1
y—1=0 y=1
. - 1 1
Logo, os ponto critico de f sdo (0, 1), <I’O)' (—5,0).

Vamos aplicar o teste da derivada segunda, temos

fox =242 — 2, f1, = 0, f, = 2.
O hessiano de f é dado por

2(1222—1) 0
2

H(x,y) = 0

=4(122° - 1).
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H(0,1) = —4 < 0=-(0,1) é ponto de sela

1 1 1 1
H(,0) =4(12- - —1 Oe fur(,0) =2(12-~—1 0

1
(5,0) é ponto minimo local.

1 1 1
H(_§70) >0e for (—570) > 0= (—5,0) é ponto de minimo local.

6. Determine o ponto do plano = + 2y — 2z = 4 que se encontra mais préximo da
origem.
Solucao
A distancia de (z,y,z) a (0,0,0) é dada por d(z,y,z) = /22 + y? + 22. Como
(x,y, z) esta no plano, entdo = + 2y — z = 4 ou z = x + 2y — 4. Assim, temos
D(z,y) = /a2 +y? + (z + 2y — 4)2.

Observamos que minimizar D(z,y) é equivalente a minimizar D?(z,y) = f(z,y).
Ent30, consideremos

flx,y) =2+ +(x+2y—4)* >0, VY(z,y) € R%

O fato de f(z,y) > 0 ndo significa que 0 seja o valor minimo global. Pode ser um
outro valor M > 0. O mesmo acontece com a funcdo z = 2 + 3> + 8. Confira!

Aplicaremos o teste da segunda derivada para encontrar um ponto de minimo local
e depois argumentaremos que o0 mesmo é um ponto de minimo global.

Temos,
folz,y) =20 4+2(x+2y —4) =4x + 4y — 8
fy(z,y) =2y +2-2(x+ 2y —4) = 4z + 10y — 16.

Os ponto critico s3o encontrados resolvendo

{4x+4y—8:0 {4x+4y:8

4 2
dr 4+ 10y — 16 =0 Az + 10y = 16 :>6y:8:>y:§,x:§_

2 4
Entdo (z,y) = (g, 5) é o (nico ponto critico de f.
4 4
Temos fm: =4, fxy = 4vfyy =10. Logo, H(g;’y> = ‘4 10’ =40—16 > 0. Como

2 4
fez = 4 > 0, entdo, pelo teste da derivada segunda, temos que (5’ §> é ponto

de minimo local de f.

2 4
Como f é um polindmio de grau 2, decorre da Observacdo (IV) que (g,g) é

, . . (24 2
ponto de minimo global. Portanto, o ponto mais préximo da origem é =

3'3" 3
2
e M = g > 0 é a distancia minima.
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7. Deseja-se construir uma caixa retangular sem tampa, com volume 4dm?3. O ma-
terial a ser utilizado nas laterais custa o dobro do que serd utilizado no fundo.
Determine as dimensGes da caixa que minimiza o custo do material.

Solucao

4
Sejam x, ¥y, z > 0 as dimensGes da caixa. Logo, ryz = 4, donde z = —,
xy

4
O custo total é dado por 2(zz + yz) + zy, onde z = —.
Ty

z,y > 0.

L 4 4
Portanto, queremos minimizar f(z,y) =2(—-+— | +zy, * >0, y > 0.
y T

Temos, g = — 8 of = —é + 2. Vamos resolver

_+ , —
ox 2 Y dy y?

(
8
o1 ——+y=0 |y=
8_(3372/):0 $2+y ’
) x = =
8
of ——4+2x2=0
_J =0 2
kay(x,y) z
:>x2y:xy2x’y:§0$:y
§x3:y3:8:>(3;,y):(2,2)
Rf 16 9 *f 16
Temos—];— —3 / 1'_22_3'
ox x3 0xdy oy Y
16
e 1 162
Entdo, H(z,y) = E :x3y3 -1
Y3
162 82f 16
C H(2,2)=——-1>0e —(2.2
omo H(2,2) 61 e@x(’)

3 > (), decorre do teste da segunda

derivada que (2,2) é ponto de minimo local. Pela natureza do problema, vemos

que as dimensbes que minimiza o custo sdo = =

custo minimo é de f(2,2) = 8 unidades de moeda.

Exercicios

1. Analise a natureza dos pontos criticos das seguintes funcdes.

(a) flz,y) =a* +3xy — 152 — 12y
(b) f(x,y) =y — 2+ 2%y

() flz,y) =a* +y¢? +§y

(d) f(x,y) = (z —3)In(zy)

4
2, y=2ez=——=1.Eo

2-2
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2. Determine as dimensGes de uma caixa retangular sem tampa, com um volume de
32 dm? e que requer uma quantidade minima de material para a sua construc3o.

3. Determine a distancia mais curta entre o ponto (1,0, —2) e o plano z+2y+z = 4.

Respostas

) ponto de minimo local; (—2,—1) ponto de maximo local; (1,2) e
,2) pontos de sela .

(
(
(b) (0,3) ponto de maximo local; (1,1) e (—1,1) pontos de sela .
(1,1) e (—1,—1) pontos de minimo local.

(

) ponto de sela.

2. base quadrada de lado 4 dm e altura 2 dm

3. 5v/6/6.

@050
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