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Funcoes escalares de varias variaveis

Diferenciabilidade. Plano tangente.

Objetivos:
» diferenciabilidade de uma funcao de duas ou trés variaveis;
» funcdes de classe C'; condicdo suficiente para uma funcio ser diferencivel;
= equacoes cartesianas do plano tangente ao grafico da funcdo em um ponto;

= equacOes paramétricas da reta normal ao grafico da funcao em um ponto;

Diferenciabilidade: Lembrando o conceito de diferenciabilidade em funces de uma var-
iavel.

Sejam f : D C R — R definida no aberto D C R e a € D um ponto no dominio.
Dizemos que f é diferenciavel em a se o seguinte limite existir

f’(a) — lim f(a—i_h]z/_ f(a)

h—0

Temos, portanto

me(a+h2l_f(a):f/(a><:>lllm f(a+h})L_f(a)_f/(a) =0
@kﬂf( +h)—€(a)—f’(a)h:0@£m#_o

Onde,
e(h) = fla+h)— f(a) = f'(a)h

Essa definicdo sugere a seguinte definicao de diferenciabilidade para funcGes de duas
variaveis.

Definicdo 1: Seja f : D C R? — R definida no aberto D C R2. Seja (a,b) € D.
0 0
Dizemos que f é diferenciavel em (a, b) se existirem —f(a, b), a—f(a, b), tais que
z Y

. e(h,k)
lim L =0,
(hk)=(0.0) [|(h, k)|
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onde o7 of
- a—x(a, b)h — a—y(a, b)k’

Definicdo 2: Dizemos que f : D C R? — R ¢é diferenciavel no aberto A C D se for

e(h,k) = fla+h,b+k)— f(a,b)

diferenciavel em todos os pontos (a,b) € A. Em particular, dizemos que f é diferenciavel
se for diferencidvel no dominio aberto D.

Exemplo: Mostre que f(z,y) = zy é diferencidvel em R?.

of of

I i 2 _— — _— —
Com efeito, seja (a,b) € R*, temos 5 (a,b) =0, o (a,b) = a. Portanto,
_ of of _
5(h,]€) = f(a+h,b+k) f((l,b) a—x((l, b)h a—y(a,b)/{: =

= (a4 h)(b+ k) — ab— bh — ak = ab + ak + bh + hk — ab — bh — ak = hk

Donde
e(h, k) hk k

! = :h
(R VA2 + &2 Vh?+ k2

Temos

. k k NICE 2 2+ k2
lim h=0 e | ok VIM :\/h2+k2§\/ i

(hk)=(0.0) VIEE R VRZ R VRE TR h? + k2

. . e(h, k
Entdo, pelo teorema do anulamento, temos lim (h, k) = 0 Portanto,

(nk)=00) | [ (h, K)[ |
f(x,y) = wy é diferencidvel em (a,b) € R?. Como (a,b) é arbitrario, segue que f é
diferenciavel em R2,

Propriedades: Sejam f,g: D C R™ — R diferencidveis em P € D. Ent3o as seguintes
funcoes também s3o diferenciaveis em P:

(@) f+y
(b) f-yg
(c) 5 desde que g(P) # 0

Exemplo:
(1) As funcdes polinomiais sdo diferencidveis em R”".

(I1) As funcdes racionais sdo diferencidveis no dominio delas (isto é, onde o denomi-
nador n3o se anula).

Teorema 1: Se f é diferenciavel em (a,b) = f, entdo f é continua em (a,b).

Teorema 2: Sejam f : D C R? — R definida no aberto D C R? e (a,b) € D. Se
of

existirem —— e —— em um aberto contendo (a, b) e forem continuas em (a,b), entdo f
z Y
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é diferenciavel (a,b).

af
x
forem continuas em todos os pontos (a,b) € A.

Observacoes:

1. O limite da Definicdo 1 é equivalente a

0 0
) = £(00) = 2L (@, 0) (e — @) = 2L (a0, 0)(y — )
lim Yy —0
(e Vo —ar T (v o
€ a
fla+ Az, b+ Ay) — f(a,b) — g—f( ,b)Az — gf( ,b) Ay
lim z Yy
(Az,Ay)—(0,0) \/(Ax)z + (Ay)?

=0

of

Definicdo 2: Dizemos que f é de classe C'!' no aberto A C D se as funcdes 9z e 30
Y

2. Se uma das derivadas parciais n3o existir em (a,b), entdo f n3o é diferencidvel em

(a,b).

I L
3 Se 35 (). g wbe lim R

hok)—
f ndo é diferenciavel em (a,b).

lim e(h, k
(h,k)=(0,0) || (h, k)]

e (h, k)

|
(hJe)=(0,0) [|(h, k)]

ao longo de C;
ou n3o existir, entdo f n3o é diferenciavel em (a,b).

4. Em particular, se para algum caminho (',

5. f n3do é continua em (a,b) = f n&o é diferenciavel em (a,b).

, entao

for diferente de zero

6. Se f: D C R? — R, D aberto, for de classe C'' em D, entdo f é diferenciavel

(em todo o dominio D).

Plano tangente e Reta normal: Seja f : D C R?> — R, definida no aberto D C R? e

diferenciavel em (a,b) € D.

O plano de equacado

o= fah) = e - o+ F @b -

é denominado plano tangente ao G, grafico de f, no ponto (a,b, f(a,b)).
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Reta normal

Plano Tangente t'

(x.y.2)

¥ (a:8;f(a, b))

-------------

s = Ha,b)

/1

Da equacdo do plano temos que

of of
5, @ 0@ —a)+ a—y(a,b)(y —a)— (2~ f(a,b)) =0

of of
—(a,b), =(a,b),—1).(x — — - =
o (s @ 5,(@0): >)<x ay bz~ fa,) =0
]‘\Sf vetor do plano tangente
= of of ,
Logo, N = g(a, b), a—y(a, b), —1 | é um vetor normal ao plano tangente no ponto

(a,b, f(a,b)).

A reta que passa por (a,b, f(a,b)) e é paralela ao vetor N ¢é dita reta normal ao
grafico de f no ponto (a,b, f(a,b)). A equacdo paramétrica da reta normal é:

(z,y,2) — (a,b, f(a,b)) = A (%(a,b), %(a, b), —1) ,AER

Observacdo: O plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto P = (a,b, f(a,b))
contém as duas retas tangentes 77 e 15 a curva intersecao da superficie com os planos
xr = a ey = b, respectivamente.
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Figure 2: O plano tangente contém as duas retas tangentes.

Exemplos
1. Seja f(x,y) = /22 + 12, V(z,y) € R% f é diferencivel em (0,0) ?
Solucao
_ z_
Temos g(0,0) = lim f(0+h,0) = f0,0) = lim Vi 0 = lim 4] ndo ex-
ox h—0 h—0 h—0

iste.

Logo, pelo item 1 das Observacdes, concluimos que f n3o é diferenciavel em (0, 0).

3
2. Seja f(x,y) = —o—, se (x,y) # (0,0) e f(z,y) = 0, se (z,y) = (0,0). f é

T2 + y2 !
diferenciavel em (0,0)7

Solucao

Pelo Exemplo 8 da secao de Derivadas Parciais temos que

—2zy3
0 =
01y | s e 00
0, (Ji,y) = (07(])
3222 + ¢t i
%(l‘,y) — (l‘z + y2)2 ) ( 7y) 7é (070>

L, (z,y) =(0,0)
Contudo,

ehk)  f(hk)—f0,00—0-h—1-k shm—k

(kB VIZ + k2 NES 2
—h%k
RN
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Consideremos o conjunto C': k = h, h # 0, temos que

—h? —h .
h,k) = g(h,h) = = , donde lim h, k).
glh, k) = g(h. 1) 2h2v/2h?  2v/2|h| EMMammg( )

ao longo de C'

. h, k
Portanto,ﬂ( lim £(h, )

WMo Tl e, assim f ndo é diferenciavel em (0,0).

3. Mostre que a reciproca do Teorema 1 é falsa.

Solucao
3
Considere a fungdo f (z,y) = —*—. (x.y) # (0,0); f(z.y) =0, (x,y) = (0,0).
z Yy
3 2 2
Y Y . Y
T = —— =y - ——, ond lim =0e|=——| =
emos f(z,9) x? 4+ y? = + y? onde (ac,y)—>(0,0)y e + y?
2 2

y < T _ 1 donde

< 55 ¢ limitada.
$2 +y2 re+y

2?2 + y?
Logo, pelo corolario do teorema do confronto, segue que

lim )f(x,y) =0=f(0,0)

(z,9)—(0,0

Portanto, f é continua em (0,0). Sendo que ja vimos no Exemplo 1 que f n3o é
diferenciavel.

0
4. f(x,y) = 3x%y — 2wy? — Sry +4x — 2y + 1 é diferencidvel em R?, pois a—f(x, y) =
x

0
6xy — 2y> — 5y +4 e a—f(x, y) = 322 — 4ry — 5z — 2 sdo funcdes continuas em
Y
R2.

0
5. Afuncio f(z,y) = cos (2% + y?) é diferencidvel em R?, pois 8—f(x, y) = —2zsen (x? + y?)
T

e g—g(x,y) = —2ysen (22 + y?) sdo continuas em R?
o Ty ,
6. A func;ao f(I,y) = mr (x,y) % (0,0), f<x7y) = 0, (I,y) = (070) e

diferenciavel em (0,0) ?
Solucao
Seja Cy 1y =0,2 #0. Temos f(z,y) = f(z,0) =0 em C}, logo,

lim x,y) = 0.
(z,y)—(0,0) f( y)
ao longo de C;

2

1
Seja Cy:y=z,2#0. Temos f(z,y) = f(x,z) = % =5 em Cs, logo
x

. 1
lim T,y) = —.

(,9)—(0,0) fw:9) 2
ao longo de C2
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Como os limites por caminhos ndo coincidem, lim  f(x,y) n3o existe.
(#,y)—=(0,0)

Portanto f n3o é continua em (0,0). Logo, pelo Teorema 1, segue que f n&o é
diferenciavel em (0, 0).

4
7. Mostre que a funcdo f(z,y) = ﬁgﬂ se (z,y) # (0,0) e f(z,y) = 0 se
(z,y) = (0,0) é diferencidvel em R?.
Solucao

Do exercicio 7 da secao de Derivadas Parciais temos que

225 + 4a3y?
ﬁ(%y) _ m, (z,y) # (0,0)
o 0, (w.y) = (0,0)
—2zty
0 —  (x, 0,0
B o= | Gy EHFOO
0, (z,y9) =(0,0)
. of ) _— , o
As funcdes 92 & By 53° continuas em (z,y) # (0,0), pois sdo fun¢des racionais.
€z )
Em (z,y) = (0,0), temos
af( ) 225 + 4a3y? 225 N 4a39? 5 x? 49 22y?
—I\ T = == = 2T xr
oY (22 + 42)2 (22 + 122 (22 + 32)? (22 + 42)? (22 + 42)2
. 4 2 2,,2
onde lim 2z =0, e as funcdes z e Y sao limitadas por 1 .
(,4)—(0,0) (22 4+9y2)?2 (22 +9y?2)?
of —2zty x?
Y T e T Y
Y (2 +y?) (z* +y?)
4
onde lim (—2y) =0 e a funcdo :L‘—2 é limitada por 1.
(2.9)—(0,0) (2? +y?)
: . of of
Assim, pelo t d I to, t lim —(xz,y)=0= —=(0,0
ssim, pe oa;orema o anu;;en 0, temos M B (z,y) 83:( )
e lim ——(z,y)=0==-(0,0).
(2.9)—(0,0) 8y( v) 3@/( )
0 0
Logo, 8_f e 8_f s3o continuas em R? e pelo teorema 2, concluimos que f é
T Y

diferencidvel (em R?).

8. Determine as equaces do plano tangente e da reta normal ao gréfico de f(z,y) =
2%y no ponto (1,1, f(1,1)).

Solucao:
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10.

Equacado do plano tangente:

Z_f(171):

onde

Logo, a equacdo do plano tangente é:
z—2=4x—-1)+2(y—1)oudr +2y—z=4
Equacado da reta normal:

(x,y,2) = (1,1,2) + \(4,2,—1), A e€R

Determine o plano que passa pelos pontos (1, 1,2) e (—1,1,1) e que seja tangente
ao grafico de f(x,y) = zy.

Solucao

Seja (a,b) € Dy = R%. A equacio do plano tangente ao Gy no ponto (a, b, f(a,b)) =
(a,b,ab) é:

(@) —a) + (o b))

0
Z_f(a7b):af ay

ox
donde z = ab+ b(z — a) + a(y — b) ou z = bx + ay — ab.
Como (1,1,2) e (—1,1, 1) estdo neste plano, entdo

2=b+a—ab
1=—b+a—ab

(1) = (2) = 1 =2b = b= 3. Substituindo b = 1 em (1), temos 2 =1 +a — &,
donde a = 3. Assim, a equacdo do plano tangente é:

1
z:—x+3y—§on r+6y—22=3
2 2
. z*
Seja f(x,y) = m'<xvy) # (070) € f(‘T?y) =0, (I,y) = (070)

(a) Calcule £,(0,0), £,(0,0).
(b) f é diferenciavel em (0,0)7
(c) f é continua em (0,0).
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Solucao

f(h,0) = £(0,0) _ m{,}% = lim0 =0, ,(0,0) =

(a) Temos f,(0,0) = }lLI_r>T(1)
FO0.5) = J(0,0) _ 0-0

im k fim = = imo=20.
h*k
(b) Temos € (h1k) = f(h, k) — f(0,0) — f2(0,0)h — f,(0,0)k = P 0—
h*k
0-h—0-h=—"_
h? + k2

Donde,

e (k) _ hgil;@ _ hik 2 12 I

Rl - VEr e wreveEre PR R
onde,

m oo, | P R I
k=00 |R2+ k2| R2+k2 T R+ VR K2 VAT K2

_\/ E _\/ = <\/h2+k2_1
VA2 k2 O VRZEE2 TV R2 4R

Logo, pelo teorema do anulamento, segue que

e(h, k)
(h,k)—(0,0) || (R E)|

=0

portanto, f é diferenciavel em (0,0).

(c) Se f é diferenciavel em (0,0), entdo f continua em (0,0).

11. Considere a superficie S de equacio z = 22 + 2y

(a) Determine o ponto Py € S, tal que o plano tangente a .S em P, seja ortogonal
ao vetor V = (0,1, —¢).

(b) Escreva a equacdo do plano tangente referido no item (a).
Solucao

(a) a equacdo do plano tangente aS em Py = (a,b, 2(a,b)) = (a,b,2a* + 2b%)
é
z = z(a,b) + z:(a,b)(x — a) + z,(a,b)(y — b)

onde,
zz(a,b) = 4x|(a7b) =4da e zy(a,b) = 4?/‘(%5) =4b

Temos entao,

z = 2a% + 2% + dax — 4a® + by — 4b?
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ou seja,
4ax + 4by — z = 2a* + 2b

Dai, concluimos que (4a,4b,—1) é um vetor ortogonal ao plano tangente a
S em F,. Como queremos que plano tangente a S em F, seja ortogonal ao
vetor V' = (0, 1, —%), entao

(4a,4b,—1)// <0, 1, —%>

ou seja, (4a,4b,—1) = A (O, 1, —%), para algum A\ € R.
Logo, 4a = 0,4b =\, —1 = =*. Donde, a =0,A=6eb=5 =2
Entdo, o ponto P é dado por Py = (0,3, 3).

(b) A equacdo do plano tangente é:

9
6y—z:§ ou 12y —22z—-9=0

Exercicios
5
1. Seja f(x,y) = % se (z,y) # (0,0) e f(x,y) =0se (x,y) = (0,0).
(a) Determine %(0,0), 2—5(0,0).

(b) f é diferenciavel em (0,0) ? Por qué?
2. Verifique se a funcio f(x,y) = 23 cos y é diferenciavel em (0,0).

3. Determine as equacdes do plano tangente e da reta normal ao grafico da funcao
f(z,y) = ze* ¥ no ponto (2,2, f(2,2)).

4. Encontre o ponto onde o plano tangente ao grafico da funcio f(z,y) = z%y* +
2(x — y) é horizontal.

5. Mostre que a reciproca do Teorema 2 é falsa.

Respostas

1. (a) 0;0
(b) E diferenciavel em (0,0)

2. f ndo é diferenciavel em (0,0), pois ndo existe %(O, 0)
3. =92 —8y; (x,y,2) =(2,2,2) + A(9,-8,—-1), A\ € R

4. (-1,1,-3)
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5. A funcdo f(z,y) = (z* +y?)sen (ﬁ) se (x,y) # (0,0) e f(x,y) =0, se

(x,y) = (0,0) é diferencidvel mas as parciais ndo sdo continuas em (0,0).

@080
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