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Funcoes escalares de varias variaveis

Derivadas Parciais

Objetivos:
» definicdo e interpretacao geométrica das derivadas parciais;
» calculo das derivadas parciais;

» derivada parcial como taxa de variacao;

Seja f : D C R? — R uma funcio definida no conjunto aberto D C R?. Seja
(a,b) € D.

! (@b)  (2b) ) — f(a.b)

Figure 1: Segmento intersecao ', :y=b,xz € ]

Fixando y = b, obtemos o segmento intersecdo C : y = b,z € I. A funcao
g(x) = f(z,b),z € I, é bem definida em C;. A derivada de g em = = a seria dada por

Ja) = lim 101 =90 _ gy Sl 1) flocD)

ou equivalentemente,

g'(a): llm g(ﬂ:)—g(a) B f(x,b)—f(a,b)

Tr—a r — Q T—a r — Q

se existir o limite. Essa derivada é dita derivada parcial de f em relacdo a x no ponto
(a,b) é indicada por:
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%(a, b) ou f.(a,b) ou %(a,b) ou z;(a,b).

Entdo, definiremos a derivada parcial de f em relacdo a = no ponto (a,b) como
sendo:

J ; h,b) — b
8_£(avb):f$(a’b)=}lllggf(a+ ,})L f(a,b)

ou equivalentemente,

O (4,b) = fu(a,b) = lim {20 = [@.0)

ox r—a r—a

se o limite existir. Caso contrario diremos que a derivada parcial n3o existe.

Analogamente, definimos a derivada parcial de f em relacdo a y, no ponto (a,b), por

of 0. o flab+ k) = f(a,b)
gy (@0 = fu(a,b) = 5-(a,0) = z(a,b) = lim K

ou equivalentemente,

of _ 0z B o fla,y) — f(a,b)
a_y(a7b)_fy(avb) _a_y(%b)_zy(%b)_gm y—b

)

se o limite existir. Caso contrério diremos que a derivada parcial n3o existe.

« - 0 : -
Interpretacdo geométrica de af(a, b): Geometricamente, estamos fazendo a restricdo de
x

f sobre a reta y = b e olhando para a curva correspondente f(C'), sobre o grafico de

. , 0 , -
f. Dessa maneira, o nimero a—f(a,b) = ¢'(a) é o coeficiente angular da reta tangente
x

a curva f(C4) no ponto (a,b, f(a,b)). Isto é g(a,b) =tana.
T

~ Y 9, . 0 , .

Interpretacdo geométrica de af(a, b): Geometricamente, temos que a—f(a, b) é o coefi-
! Y

ciente angular da reta tangente a curva f(C3) obtida como a interse¢do do Gy com o

plano = = a, no ponto (a,b, f(a,b)). Isto é, g—f(a,b) = tanpg.
)
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Figure 2: Segmento intersecdao Cy :x=a,ycJeCi:y=bx el

e e
ra

I:_aifi_lim, &4

Figure 3: Interpretacdao geométrica das derivadas parciais

Derivadas parciais como taxas de variacdo: Como f,(a,b) é a inclinacdo da reta tangente
a curva f(Cy) no ponto (a,b, f(a,b)), também pode ser interpretada como a taxa de
variacdo da funco f em relacdo a z no ponto (a,b) (ao longo da curva ().

Com efeito, f,(a,b) é a taxa de variacdo instantanea da funcdo g(x) = f(x,b), z € I,
no ponto x = a. Como tal, ela pode ser aproximada por taxas de variacao médias:

fz(a,b)z% f(a+hh;2—f<a,b)+f(a+h2,2—f(a,b) |

coma-+h; <a<a-+ hs.

Analogamente, f,(a,b) é a taxa de varia¢do da fun¢do f em relagdo a y no ponto
(a,b) (ao longo da curva Cy). Como tal, ela pode ser aproximada por taxas de variacdo
médias:

f(aab+k1)_f(a>b) f(aab+k2)_f(a>b)

1
b) ~ —
fylab)~ 5 o + ko )
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comb—+k; <b<b+ ks

Ati . of
Regra pratica para calcular as parC|a|asJ.c Para calcular &(x,
se f em relacdo a x e para calcular a—y(x,

avy.

Por exemplo, se f(z,y) = 23y>

y) faz-se y constante e deriva-
y), faz-se x constante e deriva-se f em relacdo

, entdo g(x,y) = 3z%y* e %(a:,y) = 2yz>.

ox y

Derivadas parciais de funcdes de trés varidveis: Sejam f: D C R®* — R, D aberto, e

(a,b,c) € D. Definimos:

?(a, b,c) = Ali . Jlat Az, b’AC) — fla,b C), se o limite existir.
xXr r— x
g—;};(a, b,c) = Alim0 fla.b+ Ay,Ac; — J(ab C), se o limite existir.
Yy—
f(a, b, c) Alim0 fla,bc+ AAZ) — fla,b C), se o limite existir.
z—r z

Na hora de calcular gf faz-se x e y constantes e deriva-se f em relacdo a z. Analoga-

mente para calcular 8f 8f.
Ox dy

Exemplos

1. Seja f(z,y) = z. Calcule a—f(x ) e =—(x,y) pela definicdo

' J YY) = . (%v Y 8y Y) P 7 .
Solucao
of e flet+hy) = flryy) . x+h—x . h .
g ) = lim ST i S — fm 7 — fm 1 —
af i f@y+ k) — f(z,y) T _
Gy =lim 2 i £ o=

2. Seja f(z,y) = y. Calcule g(ac ) e =(z,y) pela definicdo

' ) YY) =Y. 833 Y ay Y) P 7 '
Solucao
of i @ E A y) f(z,y) _ _
) =t tim Y = timo -«
of _ (:vy+k‘) fly) o ytk—y k_
8y<x ) = llcao _llcm—_llclﬂg)% kml_l
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(d) %(—u»

Solucao

(a) Mantendo y constante e derivando em relacdo a x, temos

af B

0 0
%(x,y) = %(%y —3y) = %(Qxy) - 8_x<3y) =2y—0=2y

(b) Mantendo x constante e derivando em relac3o a y, temos:

0 0 0
a—y(x,y) = a—y(%y —3y) = a—y(%y) - 8_y(3y) =2r—3

of _ 2 ontio 21 1) —
(c) Como e (x,y) = 2y, para todo (z,y) € R?, entdo ax(l’ 1) =2.

(d) Como %(w,y) = 2z — 3, para todo (x,y) € R?, entdo g—‘;j(—l, 1) = —5.

4. Calcule as derivadas parciais de 2z = 22 In (22 + y?).

Solucao

Mantendo y constante e usando regras de derivacao para as funcoes de uma var-
e /
idvel, como (Inu)" = %, temos

2. a% (xg + y2)
x2 4 y?

—=—(2*)In(2* + y2)+x2% In (2% +y?) =22 ln (2> + y°)+z =

2x 23

:2xln(x2+y2)+x2~m:2$ln(:€2+y2)+x2+y2

Analogamente, mantendo x constante, temos

0 2 2
d 9] oy 7ty 2 21
dy dy x? + y? v +y? 2? 4y?
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5. Calcule a equacdo da reta tangente a curva de intersecio do paraboloide z =
222 + 3y? e o plano z = 1 no ponto (1,2, 14).

Solucdo Observe que o ponto (1,2,14) pertence a intersecdo de Gy e o plano
: 0
x = 1. Portanto, o coeficiente angular da reta tangente sera a—f(l, 2) = 6y|a2 =
Y

6 -2 =12. Logo, a equacao da reta tangente é:

z=14+12(y — 2)

r=1

6. Calcule a equac3o da reta tangente a curva de intersecdo da superficie 22 +y> 422 =
5 e o plano y = 0 no ponto (2,0, —1).

Solucdao Como a terceira coordenada do ponto (2,0, —1) é negativa, consider-

aremos a funcdo f(x,y) = —y/b — 22 —y2. O ponto (2,0, —1) pertence a inter-
secdo de Gy e o plano y = 0, portanto, o coeficiente angular da reta tangente sera
0 —2x

—f(2, 0) =— = 2. Logo, a equacdo da reta tangente é:

Ox 24/5 — 2% —y? 2.0)

z=—1+2(z—2)
y=0
7. De acordo com a lei dos gases ideais, a pressao esta relacionada com a temperatura

e o volume de um gés. Suponha que o volume V seja medido em litros (I) e a
temperatura 7" seja medida em kelvins (K). Use a tabela a seguir para:

Temperatura K°

Volume L

Figure 4: Tabela lei dos gases ideais

(a) obter uma estimativa da taxa de variacdo instantanea da pressdo em relacdo

a temperatura se a temperatura for 50 K e o volume permanecer constante
em 60 I;

(b) obter uma estimativa da taxa de variacdo instantanea da pressdo em relacdo

ao volume se a temperatura permanecer constante a 30 K e o volume for 40
l;

(c) A pressdo aumenta ou diminui em relagdo a temperatura? E em relacdo ao
volume?
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Solucao

oP . P(Ty+h,V,
(2) Dado que 20 (1), Vi) = lim P70 1:10)

timada considerando a média das taxas de variacao média com, por exemplo,
hi1 =20 e hy = —20. Com efeito,

, a taxa de variacao pode ser es-

P 1 (P(50 + 20,60) — P(50,60)  P(50 — 20,60) — P(50,60)\
ar 00,60 ~ 3 < 20 * —20 B
1 /23.33—16.67 10—16.67)\ 1
=5 ( 50 — ) = 5(0.33+0.33) = 0.3

oP P(Ty Vo +h
(b) Dado que W(TO’VO) = }L'LQ)M

pode ser estimada considerando a média das taxas de variacao média com,
por exemplo, hy = 20 e hy = —20. Com efeito,

, a taxa de variacdo considerada

oP 1 <P(30, 40 +20) — P(30,40) | P(30,40 - 20) — P(30, 40))

—(30,40) = -
8V< ,40) 2 20 —20

1/10—15 30—15)\ 1
== + = =(=0.25 + (—0.75)) = —0.
2( o % > 5(=025 4 (=0.75)) = ~0.50

opP
(c) Como a—T(50, 60) > 0, a pressdo aumenta em relacdo a temperatura quando

o volume é constante V' = 60 e a temperatura pega o valor de 50K. Ja em
relacdo ao volume quando a temperatura é constante a 7" = 30 e o volume

opr
pega o valor de 40L a pressdo diminui, pois W(SO,ZLO) < 0.

Observamos que, segundo os dados da tabela, quando afixamos o volume e
percorremos os valores da temperatura a pressdo sempre aumenta. Porem, se
fixamos a temperatura e percorremos os valores do volume, a pressao diminui.
%
8. Seja f(z,y) = 5——

- 9
x? + y?

0 0
o) e Za)

,se (z,y) # (0,0) e f(z,y) =0, se (z,y) = (0,0). Calcule

Solucao

Nos pontos (z,y) # (0,0), aplicamos regras de derivacdo. Ent3o,

of -y 20 —2xy?

el P Rl PN

of

(x y) B 3y2 (1,2 + y2) . yS 3 2y B 3$2y2 + 3y4 . 2y4 B 3$2y2 + y4
oy B

(22 + y2)° @2 +12)° (22 +y2)
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Em (z,y) = (0,0), usamos a definicdo. Temos

of o f04+h,0)=f(0,00 . 0-0 .
(00 = lim h =lim =~ = limo0=0.
of e f0,04 k) - £0,0) . B-—0 ok
g, 00) = fim 2 =Him S = my = iml= 1

Portanto, temos

oz 0, (z,y)=(0,0)

of 7y):{ S, (2y) #(0,0)

O (o) - { o, (2,y) #(0,0)

—(z
w4y +24
9. Seja f(x,y,2) = / g(t)dt, onde ¢(3) = 4. Calcule ﬁ(1, 1,1), g(l, 1,1)
of 0 ox dy
(S 5(1, 1, 1)
Solucao

Aqui, usaremos a seguinte aplicacdo do Teorema Fundamental do Calculo: " Se

a(x)
Flz) = / F(t)dt, entdo F'(x) = f(a(z)) - o/ (z)".

Logo,
ﬁ _ 2 4 ﬁ 2 4y _ 2 4y 4 _ 2 4
ax(as,y,z)—g(m—l—y +Z)8x (z4+y*+2)=g@x+y’+2Y)1=g(x+y"+2)
Assim,
g(lll)— (I+1+1)=g(3)=4
83: - _g —9 -
Temos,
of 2 n 0 2 4 2 4
dy y
donde g—JyC(l, 1,1)=¢(3)-2=38.
Temos,
of

.2 = g (et + ) o (o7 + 2 = g (o7 2 42

of
onde 2 (1,1,1) = g(3) - 4 = 16
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10. Seja ¢ : R — R uma funcio diferencidvel e seja f(z,y) = (2> +9%) ¢ (%)

Mostre que x?—i + yg—]yf =2f.
Solucao
Temos

e o <370 () <19 ()

Somando as duas expressdes das parciais, temos

0 0
xa—£+ya—£—2(x2+y2)(b(g> =2f

como queriamos mostrar.

11. Seja f : R — R diferenciavel e seja g dada por g(x,y,z) = f(r), onde r =
|(x,y, 2)||. Verifique
0 0 0
L ryge bl =),

% ya—y—l—z%:r
Solucao
Temos
9(z,y,2) = f(r),r = /22 + 3> + 22
Ent3o, 5 5
g oy 00 2z T
ag_ / (97”_ / 2y Y y
oy T ey T S T
dg , or 2z PR
5e =10 gL =0 e = 1)
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0 0 0 22
5e V5t g, =T LAk
2 2 2 2
—f/(’r)x "‘Z/Jr +Z —f,(/f’)r? :/r,fl</r)

Como queriamos verificar.

Exercicios

1. Determine as derivadas parciais da funcao:
a) f )= vat+y*+3
b) f(x,y) arctan £

) fl@y) = [ 6_t2dt

) z=1In (x—l— x2—|—y2>

2. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do vento v e do tempo
t durante o qual o vento se manteve naquela intensidade. Os valores da funcdo
h = f(v,t) sdo apresentados na seguinte tabela.

Duracgdo (horas)

0,6 0,6 0,6 0.6 0,6 0.6 0,6

12 1.3 1.5 1.5 1.5 1.6 1.6

1.5 22 24 2,5 27 2,8 2,8

2,8 4,0 4,9 5.2 5.5 5.8 5.9

4,3 6,4 77 8,6 9.5 101 10,2

Velocidade do vento (km/h)

5.8 8,9 1,0 12,2 13,8 14,7 15,3

7.4 11,3 4.4 16,6 19.0 20,5 211

(a) segundo a tabela, a qual taxa (estimada) varia a altura das ondas em relacdo
a velocidade do vento quando dita velocidade é de 30 km/h e sabendo que o
vento se mantém na mesma intensidade por um tempo de 20 horas? Justifique
a resposta.

(b) segundo a tabela, a qual taxa (estimada) varia a altura das ondas em relacdo
ao tempo no qual o vento se mantém na mesma intensidade se dito tempo
é de 20 horas e sabendo que a velocidade do vento permanece constante a
30 km/h? Justifique a resposta.
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(c) nas condicdes do item (a) e (b), a altura das ondas aumenta o diminui em
relacdo ao tempo? E em relacdo a velocidade do vento? Justifique a resposta.

3. Use as derivadas parciais para encontrar, se possivel, a equacio da reta tangente
2
a curva intersecdo do plano x = m com a superficie z = . nos pontos
Y+ COSx
P(m,2,4), Q(2m,1,1) e R(m,0,1).
4. Seja z = f (2% —y?), onde f(u) é uma funcdo diferencidvel de uma varidvel.
Verifique que

5. Seja f(z,y) = x%y*> — 62y + P(y). Determine uma funcio ¢, de modo que

0 )
—f:2x5y—6x+ J_

Jy y?+1
5 2
6. Seja f(z,y) = mzxfyz se (2,y) # (0,0) e f(z,y) = 0 se (x,y) = (0,0). Calcule
of of of
1,2) — =(1,2) + =(1,2) — =(0,0).
F0.2) = 5H(1.2) 4 51 (1.2) = 50,0
) J}2 - y2 ) af
7. Seja f(x,y) = L (x,y) # (0,0) e f(0,0) = 0. Determine %(0,0) e
af
—(0,0
50,0
x? .
8 SeJa f(x7y> $2——|—27(x’y) 7é (070)' f(xay) =0, (l’,y) = (070) Determine
of of
oxr' Oy’
Respostas
1. (@) $=_ 2= o - __
T V@)t W 2 43)°
(b) fo x2__i_yy2v fy = IQj_yQ
(c) % = 2z, % = 2ye "
(€) & = o B = ot
z Varay? O pg2ia, o2 y?
(e) g—“; =(1+az)e" V7, g—z = —ge¥TVTF, g—‘: = —getTY*
2. (a) 0,095 km/h
(b) 0 km/h?
(c) Aumenta em relacdo ao tempo e permanece constante em relagdo a veloci-

dade do vento.
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=8—-2
3. A reta tangente no ponto P é {z Y e ndo existe nos pontos Q e R.
rT=m

d d d
4. 8—£=2x, %:_de&:
5. ¢(y) =3 In(1+4°)

12
6. +
7. 0;—1

225 + 42312 —22ty

of ——— (,y) #(0,0)  9f —— 3 (2,y) #(0,0

8 Lawy={ @ VOO Ly L G000
0, (z,y) = (0,0) 0 (z,y) = (0,0)

@080
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