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Funcoes escalares de varias variaveis

Derivadas Parciais de Ordem Superior

Objetivos:
» calculo de derivadas parciais de ordem superior;
= teorema de Schwarz;

= polindémio de Taylor de ordem 2; aproximacdo n3o linear.

Seja f : D C R? — R, D aberto, diferenciavel. Ent3o existem as funcdes derivadas
parciais de primeira ordem:

ﬁ, of :DCR?>—R.
oz’ Oy
. Of . : o «
Suponhamos que as funcées 92 Du sejam diferencidveis em D. Entao, temos as
z' Oy

funcoes derivadas parciais de segunda ordem:
O (O _r o (or) _ o
ox \0x ) 0x? oy \ox )  Oyox
O (O _r 0 (or _ o
ox \ 0y /) 0xdy’ oy \oy )  Oy?

02f  Of of 0*f
0x?' Oydx’ 0xdy' Oy?
derivadas parciais de 3 ordem:

Supondo as funcoes diferencidveis em D, temos as funcdes

Bf Bf O3f Bf o Bf Bf Bf Bf
Ox3’ Oydx?’ dxdydxr’ Oy20x’ 0x20y’ Oydxdy’ Oxdy?’ Oy3
E assim por diante.
Observacao: Caso as derivadas parciais de 2% ordem existam, essa seria sua definic3o:
0 0
an —f(a—i-h,b)——f(a,b)
“(a,b) = lim 92 Oz

0x? h—0 h
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) )
2/ % av+8) - ZLay
(a,b) = lim 9% Oz

Oyox k—0 k

) )
0 Y av 1) - L
—=(a,b) = lim % Y
y k—0 k

) )
an a_g(a‘i‘hab) - 8_£(a>b)
0zx0y (a,b) = }lll—r;% h

Definicdo: Dizemos que f é de classe C* em D se f tem derivadas parciais de ordem
k continuas em D.

Teorema de Schwarz Seja f : D C R? — R, D aberto. Se f for de classe C? em D,
entdo as derivadas parciais mistas sdo iguais em D:
(e = 2w
x,y) = ——(x
81‘1‘8%’]' Y 8%(%1 Y

V(z,y) € D, Vi,1=1,...,n

T oy = T ()
Oxdy Y ~ Oyox Y-

Em particular, se f for uma funcao de duas variaveis,

Polindmio de Taylor de Ordem 1
Seja f : D C R? — R de classe C! no aberto D C R% Seja (a,b) € D. O

polinémio:
0 0
Pio,y) = f(00)+ S (@) — a) + F 0. 0)(y 0

é dito polindmio de Taylor de ordem 1 de f perto de (a,b).

Sabemos que Af ~ df quando (z,y) ~ (a,b). Logo,

Faw) = fla,b) = G a b - )+ Fia by -0
Se (z,y) ~ (a,b)
Donde,

flo) = Flah) + GHa b - )+ Fla by - b

se (z,y) ~ (a,b).

Portanto,  f(z,y) ~ Pi(x,y), se (z,y) =~ (a,b).
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Polindmio de Taylor de Ordem 2
Sejam f: D C R? — R de classe C? no aberto D C R? e (a,b) € D. O polinémio

Pa(a) = f(a.b) + G @b~ ) + 5@ by~ b+

1[of
2 | 022

0 f
0x 0y

é dito polindmio de Taylor de ordem 2 de f perto de (a,b).

(a,0)(x — a)(y —b) + 2L (a,b)(y — b)?

(a,b)(x —a)* +2 o

+

Mostra-se que f(z,y) ~ Pa(z,y) se (z,y) ~ (a,b).

Observacao

(I) Pi(z,y) = L(z,y), a funcdo linearizada de f perto de (a,b).

(I1) Py(z,y) também serve para aproximar os valores da funcdo f em pontos préximos
a (a,b). O erro de aproximacdo de P»(x,y) é menor do que o erro de aproximacdo
pela linearizada.

(1) E aconselhavel aproximar por Py(z,y) quando g(a, b) = a—f(a, b) = 0. Exemplo:

ox dy
f(z,y) = cos(z + y) em (0,0).

Exemplos
1. Calcule todas as derivadas parciais de 2% ordem de f(z,y) = In (1 + 22 + ¢?).
Solucao
Temos
8f( ) 2x . 8f( ) 2y
—(z,y) = ——i—— —(z,y) = ————
gz Y 1+ 22+ 92 oy Y 1+ 22+ 92
Logo,
aZf( ) 201+ 22 + %) — 2y -2y 24222 +2y% —4x® 2 — 227 4+ 29°
—_— :L’ pr— pr— _=
op2 Y (1+ 22 + 2)2 (1 + 22 + y2)2 1+ 22 + y2)2
*fr . =22y —4xy

oydxr (I+22+92)?2 (14 22+ y?)?

Pf 20+ +y?) —2y-2y 24227+ 2y —4y® 2+ 227 — 2

8y2 - (1+$2+y2)2 - (1+x2+y2)2 (1+x2—|—y2)2

Pf 2y —4xy

0xdy  (14+22+y2)?2 (1 + 22+ y?)?
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2. Seja u = f(x — at) + g(x + at), onde f e g sdo duas funcdes quaisquer de uma
variavel real e derivaveis até a 2 ordem. Verifique que

Pu 0%

o~ o2
Esta equacdo é conhecida como a equacao de onda.
Solucao

Derivando u em relacao a x, temos:

ou 0 , 0
Fr f(x — at) a—I(x —at)+4'(z + at) %(ZE—FCM)
1 1

donde % = f'(x — at) + ¢'(z + at).

[y

0%u " 0 " 0
Logo, Freie f'(z — at) %(x —at) +¢"(z + at) %(m + at)

1 1

donde Ou _ f"(x —at) + ¢"(z + at) (1)

" Ox2 g
Derivando u em relacdo a ¢, temos:
O o —at) 2 (o — at) +¢'(x + at) (o + at)
8t—xaatxa g:paatxa

S——— S——

—a a

donde u _ —af'(z — at) + ag'(x + at).

ot
2

Logo, % = —af"(z — at) %(x — at) +ag"(z + at) %(x + at), donde
~——

aQu " 7 8

o2 = a’f"(x — at) + a*q" (x + at)a(x + at), ou

O (P —a) g tat) (2

o g

0*u 0*u , -
De (1) e (2), vemos que o aQE, como queriamos verificar.

3. Seja w(z,t) = (acos(cz) + bsen (cx))e ™, onde a, b e ¢ sio constantes.

Verifique que

ow 0w

ot ox?’
Esta equacdo é conhecida como a equacdo do calor.
Solucao

Derivando w em relacdo a ¢, temos:
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Z_": = —kc?e *t(a cos(cz) + bsen(cz))

Derivando w em relacdo a x, temos:

Ow

o = et (—acsen(cx) + be cos(cx))

Derivando de novo em relacdo a xz, temos:

0? 2 2
8_9; = e F!(—ac? cos(cx) — b2 sen (cx)) = —c?e % t(acos(cz) + bsen (cz))
Portanto,

Ow e 0w

B =k ‘(acos(cz) + bsen(cz))| = k@

4. Suponha que f(z,y) seja de classe C? em R?. Seja g(t) = f(3t,2t+1). Expresse
g"(t) em ternos das derivadas parciais de f.

Solucao
Temos ¢(t) = f(x,y), onde x = 3t,y = 2t + 1. Pela regra da cadeia, temos

0 d 0 d 0 0
40 = Gole) G + o @) =35 ) + 25 (o),

ou seja,
g'(t) = 3% (z,y) + 2af (z,y), onde 9L (z,y), %L 5 L(z,y) sdo funcdes compostas.

Ent3o, novamente, peIa regra da cadeia, temos:
8f dx f Y
"(t) =3 dt + — ( =~ dt

=2
of @ o (Of 4y
3 (5 ““y)) kT (a—y@ /) %]

+2

0* f *f(z,y) 0*f >*f
=955(®y) +6 Dy +6amay(:r,y) +4 9y 5 (@, 9)
82
Como f é de classe C? em R?, ent3o pelo Teorema de Schwarz, temos W(x’ y) =
oY
P ()
OyOx Y
Logo,
92 2 92
" of Of o°f
=9—= 12 4—= .
g'(t) =955 (zy) + awy(w,yH ayg(aﬁ,y)
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62

5. Seja, z = f(u — 2v,v + 2u), onde f(z,y) é de classe C* em R?. Expresse a—z
u
em termos das derivadas parciais de f.
Solucao
0 0 0
Sej; z = f(x,y), onde x = u — 2v,y = v+ 2u. Donde, 8_2 = l,a—i = —Q,a—z =
Y
2, —=1.
" Ov

Pela regra da cadeia, temos

0 _0f O OF Oy Of . ,0f

Como —=(z,y) e =(z,y) com z = u — 2v,y = v + 2u sdo fun¢des compostas,

ox oy

entdo, para deriva-las, usamos a regra da cadeia. Temos, entdo

9z [0 [of ox 0 [Of oy
w—{a—x (a—x@’y’)wa—y(a—x(w’y)) a—u}

o [(of ox o (0f oy
2 [% (a—y@"”) u " ay (a—y@’”) %]

_f *f 0*f o*f

92

Como f é de classe C?, ent3o pelo teorema de Schwarz, segue que W(m, y) =
oy

7 ()

OyOx Y

Logo,

Pz O0*f 0 f 0 f

6. Sejam f,g: D C R? — R, D aberto, duas funcdes de classe C? e tais que:

af Oy . of 9y

dr  y dy oz
*f  *f g 0%
Provequeija—yQ:O e w—i_@_yQ:O'
Esta equacdo é conhecida como equacao de Laplace.
Solucao
: af  0Og . of dg .
Derivando — = —— em relacdo a x; e —— = ——— em relacdo a y, temos:
Jor Oy dy ox
*f Py 0*f g

0x2  0x0y oy2  Oyox
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0*f  0*f 0% 0%g
donde, + = — .
ox?  0y?> Oxdy Oyox

. — g D
Como g é de classe ¢* entdo, pelo teorema de Schwarz, temos = .
Ox0dy  Oyox
>f0f
Logo, 972 + 8_3/2 =0
Derivando, % = —g—g em relacdo, a z e g—i = % em relacdo a y, temos:
82g__62f 829_ 0% f
ox2  0xdy’ Oza  Oydx
9’9 D% O f O’ f
L — 4+ —= = — )
80 B2 + Oy? Oxdy + Oyox
2 2 2 2
Como f é de classe 2, ent3o aaxgy = Efyafx Assim, % + g—yg =0.

. Mostre que a seguinte funcdo é solucao da equacdo do calor, para a,b e ¢ con-
stantes.

w(z,t) = (acos(cr) + B sen(cx))e
Solucao
86«) 2 —kc?t
o = —kc2e (acos(cx) + bsen(cz))
aw —ec?t
— =€ ““*(—acsen(cx) + bccos(cx))
ox
0w g2
=€ k%t (—a02 cos(cz) — bc? sen(cx)) =
= —c?e % (qcos(cx) + bsen(cx))
Py e 9w
= = k [—c*e " (acos(cz) + bsen(cx)]] = kW
Solucao

8. Seja f(z,y) =23 +1y* — 2? + 4y, (z,y) € R%

(a) Determine Pi(z,y), o polindmio de Taylor de ordem 1, de f em volta de
(1,1).

(b) Utilizando P;(z,y), calcule um valor aproximado para f(z,y), sendo =z =
1,001 e y = 0,99.

Solucao
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0 0
(2) Temos Py(w,y) = F(L1) + 5 (1) — )+ 5 (L)~ 1)
;omo g—i(:c,y) =32 —2r e Z—g(x,y) = 3y? + 4, resulta g—i(l, I)=1e
Foiq =
Ly =T

Entdo, Pi(z,y) =5+ 1(x — 1)+ 7(y — 1), ou seja, Pi(x,y) =z + Ty — 3.
(b) Como z =1.001 ~ 1 ey =0.99 ~ 1, entdo

£(1.001,0.99) ~ P;(1.001,0.99) = 1.0014+7-(0.99)—3 = 1,001+6.93—3 =
4.931.

9. Determine o polindmio de Taylor de ordem 2 de f(z,y) = xSeny, ao redor do

ponto (0, 0).
Solucao
Temos
_ of of 32f >’f >’f
Pl ) = F0,0)+5(0,0)0 5 (0. 0)yt | 550,002 + 25 5-(0.0)ay + 550, 0)y°
Como
of 0 0?

_ f _ f
%<J],y> =seny, ay(xay> =z C0Sy, o 2(ZE y) 0

*f 82 f
(%E)y(l’yy) = C0Sy, a—yz(a?,y) = —xseny
- af . 8f - 82f _ aZf B
entio, %(0,0) = 0, 8_y(0’0) = 0, w(0,0) =0, 8x8y(0 ,0) 1,
0 f
700 =0.

Assim, Py(z,y) =0+ 0.2+ 0.y +3[0- 2> +2-1- 2y + 0.7
ou seja, Py(x,y) = xy

10. Use o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(z,y) = senz na origem para obter
uma aproximado de f(0.1,0.1).

Solucao

Como (0.1,0.1) ~ (0,0), entdo
f£(0.1,0.1) ~ P(0.1,0.1) = (0,1)(0, 1)

ou seja,
£(0.1,0.1) ~ 0.01
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Exercicios
1. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(z,y) = 23y* + xy'.
2. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(z,y) = xyemﬂ.

3. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(z,y,2) = z%sen (yz).
4. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da seguinte funcdo no ponto (0, 0).
zy® .

fay) = 7 @y #0.0)
0;  (z,y9)=(0,0)
5. Expresse g"(t) em termos das derivadas parciais de f, sendo f : R? — R uma
funcdo duas vezes diferenciavel e sendo
g(t) = f(1—t,1%)
6. Considere h(u,v) = f(u*v? 2uv) onde f(x,y) é uma funcdo de classe C?. Ex-
0’h
presse W(u, v) em termos das derivadas parciais da funcdo f.
u
7. A distribuicao da temperatura de um disco com centro na origem é dada por
0T oT
T(z,y) de classe C? em R?. Sabe-se que 902 =0e a—y(m,y) = 2. Calcule
02U
W(p, 0), sendo U(p,0) = T(pcosd,psend).
8. Seja v(r,0) = u(x,y), onde x = rcosh,y = rsend. Verifique que
0%u N Pu  0u N 10v N 1 0%
oz Oy2  Or:  rdr 1262
2
9. Calcule —=—(1,1) onde z = f(x,y) é uma funcio de classe C"! definida implici-
yox
tamente pela equacio 2% + y® + 2® = 2 + y + 2 sabendo que f(1,1) = 1.
10. Dizemos que uma func3o de duas varidveis é harménica se é de classe C? e satisfaz
a equacao de Laplace:
Pu  *u
Au=—+—-—=0
4T e * 0y?
Mostre que a seguinte funcdo é harmoénica
k(xz,y) =e"seny+ e’ cosx
11. Use o polindmio de Taylor de ordem 1 da funcdo f(x,y) = x%y% no ponto (1,1)

para obter uma aproximacdo de f(1.1,0.9).
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12. Determine Py(x,y) de f(x,y) = In(1 + = + 2y) ao redor de (0,0).

13. Usando o polindmio de Taylor de 2* ordem para alguma funcdo conveniente, dé
um valor aproximado de (0.95)2" (considere f(z,y) = a¥ = ev'"%)

Respostas

0*f , O 0% 9 o f

o2 = = 4y, —5 = 2z° + 1221,

L 0x? by Oxdy  Oyox by + 4y, Oy? v+ ey
O*f 0*f 0*f 2asay OCf 2

L= =0, —— = — v (+2y%) 2 I 9oy 22).

2 0x? " O0xdy  Oyox c " Oy? e’ (3+2y7)
0*f 0*f 0*f 0*f 0*f

3 o2 2sen (yz), 900y~ dyon xz €oS (yz), 5205~ Dapm — LY COS (y2),
O*f 5 9 *f _f e
ar —z?z?sen (yz), 0y0s 020y —zyzsen (yz), 5,2 = Tysen (yz).
2 2 2 2

4.af:() af—() of 1af—0.

0x2 " Oxdy  Oydr | Oy
5. 9"(t) = foa(1 = t,8%) — 4t foy (1 — £,8%) + 42 f, (1 — t,8%) + 2, (1 — ¢, ¢2).

0?h
6. W(u, v) = 20% [, (u*v?, 2uv)+H4uPo? [, (W02, 2u)+8uv® fry (U202, 2uv)+4v? £, (u?0?, 2uv).

7. pcos2L(pcosb, psend) + p*sen? 2L (pcosd, psend)
8. sem resposta

0*f
Oyox

10. sem resposta

(1,1) = —3.

11. 0.95
12, x 42y — & — 2zy — 2

13. 0.90225

@050
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