Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

@080

Funcoes escalares de varias variaveis

Derivadas Direcionais. Propriedades do Vetor
Gradiente.

Objetivos:
» definicdo de derivada direcional; derivada direcional como taxa de variacao;
» interpretacdo geométrica da derivada direcional;

= propriedades do vetor gradiente.

Derivada direcional
Sejam f: D C R?> — R, D aberto, e (a,b) € D.

_ .- ~ o -
.7 T (a,b+k) D "~
7 AN
/ \\
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——
\ (a,b) (a+h,b) )
\ /
\ /
AN Y
N 7
~ - P 7
~ N — e = - - R
Figure 1: Segmento intersecao C, :x =a,yc b e Cy:y=b,x € I

Vimos no capitulo de derivadas parciais, que

g(a,b) _lim fla+h,b) — f(a,b)

, se existir o limite,
ox h—0 h
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g(a,b) = lim fla.b+ k) = f(a,b), se existir o limite.
8y k—0 k
h,b) — b
Como fla+hb) = f(a,) é a taxa de variacdo média de f quando se passa de

0
(a,b) para (a + h,b), entdo 8—f(a, b) é a taxa de variacdo de f em (a,b) na direcdo do
x
eixo = ou na direcad do vetor unitario 7.

0
Analogamente,—f(a, b) é a taxa de variacdo de f em (a,b) na direcdo do eixo y ou

dy

na direcao do vetor unitério j.

Pergunta natural: Seja @ = (uj,uy) um vetor unitirio em R?, isto é, u? + u3 = 1. Qual
é a taxa de variacdo de f em (a,b), na direcdo do vetor @ = (uy,us) ?

Solucao

Seja r a reta que passa pelo ponto (a,b) e é paralela ao vetor @ = (uy,us). Uma
equacdo paramétrica dela é:

r:(x,y) = (a,b) +ti = (a,b) + t (uy,us) = (@ + tuy, b+ tug) ,t € R

Seja C' C reta r, tal que C' C D. Ent3o, temos C' : (x,y) = (a + tuy, b+ tug) ,t € I.
Observe que I deve conter o 0 para garantir que (a,b) € C. Alias,

(@, y) — (a,0)|| = [[tal| = |¢] ||l = [t].
—~~

1

Logo, podemos calcular a taxa de variacdo média de f em (a,b) quando se passa de
(a,b) para (z,y) = (a + tuy, b+ tus) como sendo:

fla+tuy,b+tug) — f(a,b)  f(a+tuy,b+tuy) — f(a,b)

(2, y) = (ab)] N i
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Donde a taxa de variacdo (instantanea) de f em (a, b) na direcdo do vetor unitério @
ou a derivada direcional de f em (a, ) na direcdo do vetor unitario @ = (uy,uz) é dada
por

g(a, b) = lim f(a+tuy,b+tuy) — f(a,b)

ou t—0 t ’

se o limite existir.

Observacdes
(1) Na direcdo do eixo OX, i == (1,0), temos que

0 . ,b) — b 0

(I1) Na direcdo do eixo OY, i =7'= (0,1), temos que

of o flab+t) — fla,b)  Of
a_j*(aab) - lgr(} n - a_y(av b)

() Se f: D CR* — R, (a,b,c) € D e @ = (ay,uz,u3) é um vetor unitério, entdo

OF (4 b.¢) = lim (0 turs b+ tuz, e 4 tug) = f(a,b,¢)

ou t—0 t

)
se o limite existir.

(IV) Da defini¢do de %,(a,b), temos

of
D

fla+tuy,b+ts) — f(a,b)
t

(a,b) ~ , se t~0

ou
fla+tuy, b+ tug) — f(a,b) ~ t%,(a,b), se t~0
u

Logo, também poderiamos usar a derivada direcional para aproximar valores da
funcdo f em pontos (z,y) préximos a (a,b) na direcdo do vetor .

f(x,y):f(a,b)—l—t%(a,b), (x,y) = (a+ tuy, b+ tug), t=~0

< - 0 : -
Interpretacdo geométrica de —Ji(a,b): Geometricamente, estamos fazendo a restricdo
de f sobre a reta r : (z,y) = (a + tuy, b+ tuy) e olhando para a curva intersecdo do
grafico de f e o plano (z,y,z) = (a + tuy, b+ tug, s), t € I, s € R. Dessa maneira, o

nimero a,b) é o coeficiente angular da reta tangente a curva intersecdo no ponto

Erll

(a,b, f(a,b)) relativo a reta r. Isto é g—‘i(a,b) =tana.
u
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Reta secante

Reta tangente

(@ + tug, b+ tus, fla+ tuy, b+ tu))
(a.b, f(a,b))

Figure 3: Interpretacdo geométrica das derivadas direcionais

Propriedades do vetor gradiente:

Teorema Seja f : D C R? — R, D aberto, diferencidvel em (a,b) € D. Seja
@ = (uy,uz) um vetor unitario. Entdo

of

i

(a,b) =V f(a,b)-u

Demonstracio:

—_— F(7(1) = g(1)

f=1
‘ﬁl

~

g=for:ICR—R

Figure 4: Composicdo de f com a parametrizacdo do segmento C : (z,y) =
(@4 tuy,b+tuy),t €1
Uma parametrizacdo de C' é dada por
C:7(t) = (a+tuy,b+tug),t € I (contendo 0)

Observe que 7 é diferencidvel em I e 7(0) = (a,b). Temos a funcdo composta

—

g(t) = f(F(t)) = f (a+ tuy, b+ tus). Pela regra da cadeia, temos
g'(0) = Vf(#(0)) - 7'(0) = Vf(a,b) - (ur,uz) = V f(a,b) - .
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Mas

. —g(0) . Lbttug) — f(a,b) O
) =i 20790 _ gy S+t ) = 1) _ 0F

(a,b).

Logo, 8—Ja, b) = Vf(a,b) - i, como queriamos demonstrar.
m
Observacao:

() Sejam f: D C R®* — R, D aberto, diferencidvel em (a,b,c) € D e @ um vetor
unitario de R3, ent3o

O (05.6) =V f(a.b.c) -

(I1) Seja f diferenciavel em Xy, tal que Vf (X,) # f Entdo,

g—{ (Xo) = V[ (Xo) - @ =[[Vf(Xo)ll |l cosa=|Vf(xo)] cose,
u —~—

1

onde « € [0, 7] é o angulo entre os vetores V f (Xj) e .

V f(zo)

xo

0
Como —1 < cosa < 1, entdo — [V f (Xo)| < o

S 96 (Xo) < IV f (Xo)]|-

0
Conclusdo: O valor méaximo de 9f (Xo) € igual a |V f(Xo)|| e ocorre quando

ou
0
a = 0 ou quando u for o versor de V f(Xjy). Ja o valor minimo de B (Xo) é
D¢
igual a — ||V f (Xo)]| e ocorre quando @ = —%-
0

Portanto, estando em X, é na direcdo do vetor V f (z() que f cresce mais rapi-
damente. E é na direcdo de —V f () que f decresce mais rapidamente.

Interpretacio geométrica do vetor gradiente Sejam f : D C R? — R diferencidvel em

(a,b) € D (aberto), tal que V f(a,b) # (0,0). Seja k = f(a,b). Considere a curva de
nivel de f, no nivel k, que passa por (a,b):
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ty ——_

k= fla.b)

I for:I —R R

Figure 6: O vetor gradiente é perpendicular a curva de nivel

Figure 7: O vetor gradiente em varias curvas de nivel

Seja 7(t) = (x(t),y(t)), to € I, uma parametrizacdo diferencidvel de Cj. Seja
to € I, tal que, 7(ty) = (a,b). Temos a funcdo composta f(7(t)) = k, para todo t € I.
Derivando em relac3o a ¢, temos (f(7(t)))’ = 0, para todo t.
1

Aplicando a regra da cadeia, temos V f(7(t)) - 7 (t) = 0, para todo ¢.
Em particular

V(7 (k) - 7 (o) = 0

ou
Vf(a7 b)? 7’ (tO) =0

Como V f(a,b) # 6} entdo Vf(a,b) L 7(to).

Page 6



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Conclusdo: se Vf(a,b) # 6> entdo Vf(a,b) L Cy em (a,b), i.e., Vf(a,b) é normal
a curva de nivel de f que passa por (a,b).

Portanto temos que:

Equacdo da reta tangente a curva de nivel de f no ponto (a,b)
[(Z’,y) - (CL, b)] ) Vf(&, b) =0

Equacdo da reta normal a curva de nivel de f no ponto (a,b)

(z,y) = (a,b) + A\V f(a,b),\ € R

reta normal

to - " !

I for:I —R
to— f(ito)) = k

Figure 8: Reta normal e reta tangente a curva de nivel

Observacdo: Seja: f: D C R?® R diferenciavel em (a,b,c) € D. Se Vf(a,b,c) # ﬁ
entdo V f(a,b,c) L Sk em (a,b,c), onde Sy é a superficie de nivel de f em (a, b, c), i.e.
V f(a,b,c) é normal a superficie de nivel de f que passa por (a,b,c).
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f(z,y,x) =xz+y2_ 22

\Vf(a, b,) o

Cy: f(z,y,z) = f(a,b,c)

Figure 9: O vetor gradiente é perpendicular a superficie de nivel de nivel

Equacdo do plano tangente:

[(z,y,2) — (a,b,¢)] -V f(a,b,c) =0

Equacao da reta normal:

(2.9,2) = (a,b,¢) + AV f(a,b,c), A € R

Plano tangente

Reta normal

Figure 10: Plano tangente e reta normal a superficie de nivel de nivel
F(z,y,z) =24+ y*—2=0
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Exemplos
. 2 9 of iy .
1. Seja f(x,y) = x* 4+ y*. Calcule 8_6(1’ 1), onde 4 é o versor de v = (—1,1).

(a) pela definicdo;

Solucao
-1,1 -1,1 1 1
Se = (—1,1), entdo u = (=LY :( - >:(——,—).
(—1)2 + 12 V2 2" V2
Ent3o,

ou t—0 t
( t>2 ' 2
—&) +(1+5) -2
= lim e & =
t—0 t
2t 2 2t t2
. — =+ E+4+1+2 4+ -2 o2 .
= lim 2 2 V2 2 =lim= =limt =
t—0 t t—0 t t—0

(b) usando o vetor gradiente.

Solucao
Como f(x,y) = 22 + y? é diferencidvel em R? e u = (—\/%, \/%) é unitario,
temos
af 11
—(1,1)=Vf(1,1)-u= (22,2 = = =
aﬂ»() ) f() ) U (:Ea y)|(1,1) ( 2’ 2)

1 1 2 2
-en (- 5y) = h s

3

0
2. Seja @ = (u1,u) um vetor unitério. Calcule 8—5(0,0), onde f(z,y) = aﬂx——i—yQ
se (2,1) # (0,0) e £(0,0) = 0.
Solucao
Temos
t3u? 0
0  flturtus) — £(0,0) L 2ud 2l 3
—{(0,0):l|mf(u1’ ) = J0.0) i Puittuy e, e
ou t—0 t 0 t =0 £2(u? + u2) - t
3,3 !

.t .
— lim =2 = limu? = o

t—0 { t—0

3. Calcule a taxa de variacdo de f(z,y) = e * cosy em (0,0) na direcdo que forma
um angulo de 45° com o eixo x positivo.

Solucao
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Temos 4 = (€0Ss45°,sen45°) = (‘/75, ‘/7§> Como f ¢é diferencidvel em R?, entdo
a taxa de variacao é dada por

9 0.0y - (0.0 00)) 0
50,0 = 950,07~ (GH0.0.5 0.0)) -3
= (—e " cosy,—e “seny) |0,0) @ = (—1,0) - (?, 72> = —\/75.

4. Calcule a derivada direcional de f(z,y,2) = 32% + 4y*> + 2z em (—1,2,—2) na
direcdo do vetor v = —7'+ 27+ 2k.

Solucao

0 de 0= —T+ 27+ 2k = (—1,2,2) é @ (-1,2,2) (_1 2 2)
versor de ¥/ = —1 =(-1,2,2) étl = ——FT— = | —, =, = |.
J Jitdtd 333

0
Como f é diferencidvel em R3, entdo 0_{(_1’ 2,2) =V f(-1,2,-2) - 4, donde
u

of 122
P, —1 2 —2 — 1 _ . —_——, =, — =
311’( ) 4y ) (6‘1'78?47 )|(1,2, 2) ( 37 37 3)

122 32 2 40
= (=6,16,1) - (—=,=, 2 ) =2+ 242 =,
(=6,16,1) < 3’3’3> 3373

5. Uma funcao diferenciavel f(x,y) tem no ponto (1,1) derivada direcional igual a 3
na direcdo 37+ 47 e igual a -1 na direcao 47— 37. Calcule

(a) V/f(1,1)
of o -
(b) ==(1,1), onde i é o versor de i + 7.
ou
Solucao
(a) Temos
of B L (34 (34
of . (4,-3) (4 —3)
1) =1 = (222
87,—1:2( ) ) ) 2 /—16+9 57 5
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Donde
Syt =s
Vi) -i=3 50z 50y
VI(L1)-dp=-1
5 0x 50y

Multiplicando as duas equacdes por 5, temos

of of _
3(L1) +48_y<1’ 1) =15
of of _
45(11) —3a—y(1,1) -5

Multiplicando a primeira equacao por 4 e a segunda por 3, temos

of of B
125-(1,1) + 16a—y(1,1) — 60

of of _
—12%(1, 1)+ Qa—y(l, 1) =415
Logo,
of _ of _ of B
258y(1’1)_75 = ay(l,l)—?) e 83:(1’1)_1

Portanto, Vf(1,1) = (1, 3).

of » .
(b) Temos ==(1,1) = Vf(1,1) - i, onde @@ = (1, \%) Logo,

ou
of 11 1 3 4
LA =13) (= =) ==t — = — =2V2.
=09 (7505 ) = 5 U= 7 =22
6. Seja [(2,) = — s se (5,) # (0,0) e (0,0) = 0. Mostre que 2L (0,0)
. Seja f(z,y S Ei se (z,y ,0) e ,0) = 0. Mostre que 520
V£(0,0) - 4, onde @ = (uy,us) é um vetor unitario.
Solucao
of ., of B . B
Temos 5 (0,0) =1, o (0,0) = 0. Entdo Vf(0,0) = (1,0). Logo,
Vf(l,O) . (U,l,UQ) = (1,0) . (U,l,UQ) = Uux.

a—i;(O,O) # V£(0,0) - 4. Isto

acontece porque f ndo é diferenciavel em (0,0). Verifique!

7. Seja f(x,y) = In||(z,y)].

of 0,0) = u}. Logo,

Vimos anteriormente que —=(
ou
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(a) Determine @ de modo que a—‘i(l, —1) seja maximo.
U

(b) Qual o valor maximo de %(1 —-1)7
u

(c) Estando em (1, —1), que direcdo deve-se tomar para que f cresca mais rapi-
damente? E em que direcao decresce mais rapidamente?

Solucao

Como ||(z,y)]| = a2+ y? entdo f(z,y) = Iny/z?2+y?> = SIn(z? +4?),
(z,y) # (0,0).
of

(a) 8ﬁ(1 —1) é méxima & =

Vf(l,-1)
V(L =DI

onde

oo b LG (1 1y T

(b) O valor maximo de g—f(l —1) éigual a |V f(1,—-1)| =

(c) Em (1,—1), f cresce mais rapidamente na direcdo de Vf(1,—1) = —Z— 57
e decresce mais rapidamente na direcdo de —V f(1,—1) = —%?+ 57

8. Seja a temperatura do ar em um ponto do espaco dada pela funcdo f(x,y,z2) =
2 — y + 2% Um mosquito localizado em (1,2,1) deseja esfriar o mais rapido
possivel. Em que direcdo ele deve voar?
Solucao

Temos V f(1,2,1) = (2x, —1,22)|1,21) = (2, —1,2). Como o sentidode V f(1,2,1)
é aquele em que a temperatura cresce mais rapidamente, estando em (1,2,1), en-
tdo o mosquito devera voar no sentido oposto, o de —V f(1,2,1) = (—2,1, —2).

9. A temperatura 7" em uma bola de metal é inversamente proporcional a distancia
do centro da bola, que tomamos com centro na origem. A temperatura no ponto
(1,2,2) é 90°C.

(a) Determine a taxa de variacdo de 7" em (1,2, 2) em direcdo ao ponto (2,1, 3).
(b) Mostre que em qualquer ponto da bula a direcdo de maior crescimento na
temperatura é dada pelo vetor que aponta para a origem.
Solucao
Como a distancia de (x,y, z) a origem é igual a \/22 + y? + 22 e a temperatura

m (z,y, z) é inversamente proporcional a essa distancia, entdo

T(x,y,z) = ¢ ,c>0, (z,y,2)#(0,0,0)

Va?+y?+ 22
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Como T/(1,2,2) = 90° entdo, 90 = ———— ou 90 = , donde ¢ = 270.
1+4+4 3
270 Ly ., 3
Logo, T(z,y,z) = , que é diferencidvel em R”\ {(0,0,0)}.
Va?+y?+ 22
(a) Pondo P = (1,2,2),Q = (2,1,3), entio PO = (2,1,3) — (1,2,2) =
(1 1 1) ;- (17_171) (17_171 At d P e
,—1,1) e 0 seu versor é i = = . A taxa de variacdo
VIF1+1 V3
de T'em P = (1,2,2) na direcdo de u é dada por
oT
7 (1,2,2) = VT(1,2,2) - .
Temos
2
or 0 e = 270 270
_(17272): vyt = - 3:_ =-10
Ox r? +y? + 22 (1+444)2 27
(1,2,2)
oT —270 —540
o (1L2,2) = [2—2y2} = ——=-20
dy (@2 +y* + 2%) | 129 27
oT —270
5o(1,2,2) = S — 20
& (@ + 92+ 2%)2 | 129
Logo,
VT(1,2,2) = (—10, 20, —20). Entso,
oT 1,—-1,1 —10 4+ 20 — 20 10
I (1 9.9) = (—10,-20, —20) . 1=k D) _ =10+ S
ou V3 V3 V3
(b) A direcdo de maior crescimento na temperatura em qualquer (x,y, z) da bola
270

é a do vetor VT'(x,y,z2) =

= (=, —y, —2z) que aponta para
(22 +y? + 22)2
a origem.
10. Determine as equacdes das retas tangente e normal a curva C' : €2* 7Y+ 22 +2y = 4
no ponto (%, 1).
Solucao
Seja f(z,y) = e* ¥+ 2z +2y. Logo, [ (3,1) ==¢""'+2-3+2=4
Entao C é a curva de nivel de f no nivel 4 e que passa pelo ponto dado. Temos
Vf(z,y) = (2 +2,—e* ¥ +2),donde V[ (3,1) = (2e" ' +2, -1 +2) =
(4,1). Sabemos que V f (%, 1) é normal a C' em (%, 1).
Reta tangente: [(m,y) — (%, 1)} -Vf (%, 1) = 0, donde (x — %,y — 1) - (4,1) =
0edr—-2+y—1=0&y=—-4r+3
Reta normal: (z,y) = (%, 1)+)\Vf (%, 1) AERS (x,y) = (%, 1)+)\(4, 1),A €
R.
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11. Determine as equacdes do plano tangente e da reta normal a superficie S : zyz +
23 4+ y3 + 2% = 32 no ponto (1, —1,2).

Solucao

Seja f(x,y,2) = wyz + 23 + y3 + 2% — 3z.

Logo, f(1,—1,2) = —2+1—1+48—6 = 0. Entdo, S é a superficie de f no nivel 0 e
que passa pelo ponto dado. Temos V f(x,y, 2) = (yz + 322, x2 + 3y, vy + 322 — 3),
donde Vf(1,-1,2) = (—=2+3,2+3, -1+ 12— 3) = (1,5,8).

Sabemos que V f(1,—1,2) é perpendicular a S em (1, —1,2).

Plano tangente: [(z,v,2)—(1,—-1,2)]-Vf(1,-1,2) =0< (z—1,y+1,2—2)-(1

& o+ 5y + 8z = 12.

Reta normal: (z,y,2) = (1,—1,2)+AVf(1,-1,2), A e R& (z,y,2) = (1,-1,2)+
A(1,5,8), A € R.

Exercicios

1. Calcule a derivada direcional de f(z,y) = no ponto (—1,1) e na direcdo

ZL‘2 + y2
do vetor 27°+ 37.

2. Encontre a derivada direcional de f(z,y,z) = zev’ = em (1,2, —2) na direcdo do
vetor tangente 7 (t) a curva 7(t) = (t,2cos(t — 1), —2¢e!1).

3. Determine as direcdes em que a derivada direcional de f(z,y) = x> +sen (zy) no
ponto (1,0) tem valor 1.

(y —1)?
X
da normal a elipse 222 + 4% = 6 no ponto F.

4. Determine a taxa de variacdo da funcdo z = no ponto Py(1,2), na direcdo

5. Seja g(r,0) = f(z,y), com z = rcosf e y = rsend, onde f(z,y) é suposta
diferenciavel num aberto de R?. Sejam @ = cosfi+senfj e ¥ = —senfi-+
cosf j. Mostre que

o 0 10 0
@) G0 = Gien) e 00 =Gl

(6) V() = 92w, y)i + P, )i
6. Considere a funcdo f(z,y) = 2* + y* — 2y e o ponto Py = (2,2). Determine

(a) A taxa de variacdo de f em Py na direcdo do vetor (1,1).

(b) A taxa de variacdo de f em P na direcdo do vetor tangente 77(¢) a curva
7(t) = (t,t* — t) em (3,6).
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(c) A direcdo na qual a taxa de variacdo de f em P, é méaxima.

7. A funcdo diferenciavel f(x,y,z) tem no ponto (1, 1, 1) derivada direcional igual
a 1 na direcdo 45 + 3k, igual a 2 na direcdo — 4 + 3] e igual a zero na direcdo j

0
Calcule o valor médximo de f(l 1,1)
: : y of of
8. Seja f(u,v,w) uma diferenciavel em P(0,0,0), tal que 8_(P) =2, 8_( )=-3
u v
e g—f(P) = 2. Defina g(z,y) = f(5z — 5, 2zy — 2,4y? — 4). Determine a taxa de
w

variacio de ¢ no ponto (1,1) e na direcio do vetor —i + J.
9. Suponha que, para todo ¢, f (3t,t%) = arctant, onde f(z,y) é diferencidvel em
R?* e ——(3,1) = 2. Calcule a taxa de variacdo de f em (3,1) na direcdo de um

9y
vetor tangente a curva z? + 4y? = 13 no ponto (3, 1).

10. Sejag(z,y) = o f (z* + y*, 2y, 22 — y). Suponha que f(2,2,1) =1, g—f(Z, 2,1) =
u
of _ of _
~1L, 2 (2,2,1) =2e 51(2,2,1) = -2

(a) Calcule a taxa de variacdo de g no ponto (1, 1) na direcdo da normal a elipse
22% + y* = 3 no ponto (1, 1).

(b) Calcule a taxa de variacdo maxima de g no ponto (1,1). Em que direc3o isso
ocorre?

11. Suponha que T'(x,y) = 40 — 2> — 2y representa uma distribuicio de temperatura
no plano zy e um individuo que se encontra na posicdo (3,2) pretende dar um
passeio

(a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele devera percorrer para des-
frutar sempre da mesma temperatura.

(b) Qual a direcdo e sentido que deverd tomar se quisesse caminhar na direcdo
de maior crescimento da temperatura?

(c) Se = e y sdo medidos em km e a temperatura em 0°C, de quanto a tem-
peratura se elevard aproximadamente, caso caminhe 0,01 km na direcdo
encontrada no item b?

12. Determine uma equacdo do plano tangente e uma equacio da reta normal ao
hiperboloide de equacdo x? — 2y* — 422 = 10 no ponto (4, —1,1).

13. Determine uma reta que seja tangente a curva 22 + xy + y> = 7 e paralela a reta
4o + by = 17.

14. Determine um plano que seja tangente a superficie 22 + 3y + 222 = 4 e paralelo
ao plano =z + y + z = 10.
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V8 + 2% +y?

Y
e da reta normal ao gréfico da funcdo dada no ponto (2,2, 1).

15. Considere a funcdo z = . Determine as equacdes do plano tangente

16. Considere a curva C interseccio das superficies de equacdes S; : 12 —2xz+y?z = 3
e Sy : 3xy — 2yz = —2. Determine:
(a) um vetor tangente a C' em (1,—2,1).

(b) Os pontos do hiperboloide 2 + y? — 22 + 12 = 0, onde o plano tangente é
perpendicular ao vetor encontrado no item (a).

Respostas
1. —¥I3
2. —1f
.= u=1i—%j
4. —.

8. 3
9. -8
10. (a) =&

b) V41 na direcdo —57'+ 47’

(a)
(b)
11. (a) C:z* + 2y* = 17 (elipse)
(b) —6v— 87

(c) A temperatura se elevara aproximadamente de 0, 1° C' na direc3o de —%f— %]
12. 22 =2y —2+1=0
13. 2z +y—22=05;(x,y,2) = (4,—-1,1) + A(8,4,—8), € R

14, y—2=—

(SN

(z—1ouy+2=—3(z+1)

_ 1 _ 1
5. v+y+z=Four+tyt+z=—7%

—
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16. (a) (3,2,4)
(b) (6,4,—8) e (—6,—4,8)

@080
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