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@080

Funcoes escalares de varias variaveis

Curvas de nivel

Objetivos:

» Compreender a nocdo de curvas de nivel e sua relacdo com o dominio, imagem e
grafico da funcao;

= Calcular e identificar a curva de nivel que passa por um dado ponto.

» Esbocar curvas de nivel; Mapa de contorno.

Seja f: DCR* —R, (r,y) € D+ 2= f(z,y) €R
Seja k € Im(f), o conjunto Cy, = {(x,y) € D; f(z,y) =k} C D C R? é dito
curva de nivel de f no nivel k.
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Figure 1: Relacao da curva de nivel com o dominio e a imagem da funcao

Observe que a curva f(C}) (imagem da curva de nivel Cj, pela funcdo f(z,y)) é a
curva intersecdo do grafico da funcao f com o plano z = k.

Intersecéo do plano z =k
com o gréfico de f

i

Figure 2: Relacdao da curva de nivel com o grafico da funcao
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Observacdes:

(l) C, C D C R?, f(Ck) C Gf CR?

(I1) Se f(x,y) é a temperatura no ponto (z,y), entdo C) é uma isoterma (pontos de
mesma temperatura)

(II1) Se f é energia potencial, entdo C} é uma curva equipotencial.

Exemplos
1. Seja f(x,y) = 1 — 2* — y?. Determine:

(@) Dy

(b) Im(f)

(c) Gy

(d) curvas de nivel Cy.

Solucao

(a) Dy =R?

(b) Im(f) =] —o0,1]

(c) Gy : 2z =1— 2% —y* Vamos utilizar tracos para esbocar G;. Impondo
x = 0, obtemos z = 1 — y?, de modo que a intersecdo do Gy com plano
yz (x = 0) é uma parabola. Impondo z = 0, obtemos o traco z* + 3* = 1,
que corresponde a uma circunferéncia no plano zy. Assim, temos a forma da
superficie que é chamada de paraboloide.

3

Figure 3: Grafico da funcdo f(z,y) =1— 2 — 3

(d) Seja k € Im(f) =] — oo, 1]. Ent3o, a curva de nivel C}, é dada por
Co:l—a> -y’ =k=Cp:2°+9y°=1—k
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Para k=1, temos C} : 2> + y> = 0= 2 = 0,y = 0. Logo, C; = {(0,0)}.

Para k < 1, donde 1 — k > 0, temos C}, : 2% +y*> = (v/1 — k)2, Assim, as
curvas de nivel (k<1) sdo circunferéncias concéntricas de centro na origem e

raio vV1 — k.

-2

Figure 4: Curvas de nivel da funcdo f(z,y) =1— 2% — 3

2. Seja z = f(z,y) = /1 — 22 — y?. Determine:
(a)

(b)

(c)
)

(d) curvas de nivel C.

Dy
Im(f)
Gy

Solucao

(a) Dy:1—a2?—y* > 0= D;: 2%+ y* <1 (disco de centro em (0,0) e raio
1)

(b) Im(f) = [0,1]

)Gy :iz=\1-22—y? =Gy :22=1—-2"-y* 2 >0 = Gy :

22 +y? + 22 =1,z > 0 (hemisfério superior de centro em (0,0, 0) e raio 1)

Figure 5: Grafico da funcado f(x,y) = -
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(d) Seja k € Imf =[0,1]. A curva de nivel correspondente a z = k é

Ck:f(x,y):k: ou m:k‘ ou x2+y2:1_k2

Para k = 0, temos Cj : 22 + 9% = 1.
Para k = 1, temos C; : z* + y? = 0, entdo C; = {(0,0)}.

Para k, tal que 0 < k£ < 1, temos circunferéncia concéntricas de centro na

origem e raio /1 — k2.

Observacdo: f(z,y) = —y/a? — 22 —y?2 = G; : z = —/a® — x? — y2. Portanto,

Gy :a2*+y* + 22 = a?, 2z < 0 (hemisfério inferior de centro na origem e raio 1).
3. Seja z = f(z,y) = 1 — 2% Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)
(c) Gy
(d) curvas de nivel Cy.

Solucao

(a) Df :R2
(b) Im(f) =] — o0, 1]

(c) Gy :z=1—2? Observe que a equacdo do gréfico, z = 1 — 2%, ndo envolve
a variadvel y. Portanto, qualquer plano vertical y = k (paralelo ao plano xz)
intercepta o G segundo uma parabola de equacdo z = 1 — 2. Assim, G é
obtido tomando a parabola z = 1 — 22 no plano zz e movendo-a na direcio
do eixo y. A superficie é dita cilindro parabdlico.
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Figure 7: Gréfico da funcio f(z,y) =1 — 2
(d) Seja k € Im(f) =] — o0, 1]. A curva de nivel correspondente é
Cril—a?=k=0Cy:2’°=1-k>0=Cy:x=xV1—k

Se k=1, temos C; : x = 0 (eixo y);
Sek<1 temosCy=retarx=+1—k ouretazx=—V1—-k%

-1

Figure 8: Curvas de nivel da funcdo f(z,y) =1 — 2?

Observacdo: f(x,y) = 22,g(z,y) = a®> — y>* = G; e G, sdo cilindros
parabdlicos.

Figure 9: Cilindros parabdlicos

4. Seja z = f(x,y) = /2% + y?. Determine:
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Solucao

(a) Df = R2

(b) Im(f) = [0, +o0]

(c) Gy :z=+/22+y>. Fazendo x = 0, temos z =| y |, que é a curva interse¢do
do Gy com plano yz. Fazendo z = ¢, ¢ > 0), temos 22 + 9% = %, de modo

que a intersecao do Gy com o plano horizontal z = ¢ € uma circunferéncia.
Assim, temos que G é a parte superior do cone.

Figure 10: Grafico da funcédo f(x,y) = /22 + y?

(d) Seja k € Im(f) = [0,+0o0[. Entdo, a curva de nivel correspondente é dada
por Cy : /22 + 42 =k ou 22 + % = k2.
Se k =0, temos Cy = {(0,0)}.
Se k > 0 temos circunferéncias concéntricas na origem e raio k.

Observacoes:

(i) Os graficos de f(z,y) = —v/22+ 9% f(z,y) = a — /22 +y%, f(z,y) =

V32 + 92, flx,y) =4/*F +y s3o partes de cones circulares.

Figure 11: Cones circulares

(ii) O grafico de f(x,y) = \Jaz®+by?,a > 0,b > 0,a # b = G é a parte
superior do cone eliptico.

5. Seja, z = f(x,y) = y* — z%. Determine:
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(a) Dy
(b) Im(f)
(c) Gy
(d) curvas de nivel C;.

Solucao

(a) Df :RZ
(b) Im(f)=R?

(c) Gy :z=y*—2? Fazendo x = 0, o traco no plano yz é a parabola z = 32
com concavidade para cima. Os tracos verticais y = k sdo parabolas z =
k? — 22 com concavidade para baixo. Os tracos horizontais z = k, k> 0,
s3o hipérboles y?> — 22 = k e os tracos horizontais z = —k,k > 0, sdo
hipérboles 2 — y?> = ky. Assim, temos o esboco do Gy, dito paraboloide
hiperbélico (que tem a forma de uma sela).

2 2

Figure 12: Grafico da funcao f(z,y) =y° — z*

(d) Seja k € Im(f) =R. A curva de nivel correspondente é dada por

Cr:yP—a*=k

Se k > 0, temos hipérboles com vértices (0, =v/k).
Se k = 0, temos duas retas pela origem, y = xr e y = —x.
Se k < 0, temos hipérboles com vértices (£v/—k,0).
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6. Seja, z = f(z,y) = —\/4 — 22 — y2. Determine:

(a) A curva de nivel que passa pelo ponto (0,/3).

N
.
N

(b) A reta tangente a curva de nivel do item (a) no ponto (1,1/2). ldentifique o
vetor velocidade.

(c) Esboce em um dnico grafico a curva, a reta tangente e a direcdo do vetor
velocidade.

Solucao

(a) Como f(0,v/3) = —1, entdo a curva de nivel é — /4 — 22 — y2 = —1, isto

é C_y: 22+ y?=3.
(b) Observe que f(1,1/2) = —1. portanto (1,v/2) € C_; e faz sentido calcular

a reta tangente a C'_; nesse ponto. Caso contrario ndo existiria.
z(t) = v/3cost
y(t) = v/3sent

Portanto, a equacéo paramétrica da reta seria y(so) +7'(s0)t, Vt € R, onde
so € tal que 7(sp)

Uma parametrizacdo de C_; é v : { , Vt € [0, 2m].

\/_COSSO— 1

e substituindo na derivada da parametriza-
V3sensy =2

o, 7,:{ 2'(t) = —v/3sent V2 /3.

Calculando sg {

, temos que 7/ (s9) = (—v/3 - )
'(t) = V3 cost V3T B
Dai, a equacdo paramétrica da reta tangente é: (1,/2)+(—+/2,1)t, Vt € R.

O vetor velocidade é 7/(so) = (—v/2,1). A direcdo dele é v = Als0)

|| )/(SO)H
fB’ \/3 ’
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-2

4 — 2 —

Figure 14: Curvas de nivel da funcao f(z,y) = — y?> que passa pelo

ponto (0,/3) (em roxo)

Exercicios
1. Seja z = f(x,y) = /2y — 22 — y2. Determine:

(a) D

(b) 1 ( )

() G

(d) curvas de nivel C.

2. Sejaz=f(z,y)=1—2*2 >0,y >0exz+y < 1. Determine:
(a
(b
(

C

) D
) I ( )

) G

(d) curvas de nivel Cy.

3. Seja a funcdo z = f(x,y) = -%. Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)

(c) curvas de nivel C.

4. Seja a funcdo z = f(z,y) = Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)

(c) curvas de nivel C.

_z?
r2+y2 .

5. Suponha que T'(z,y) = 4z* + 9y* (em C°) represente uma distribuicdo de tem-
peratura no plano xy. Desenhe a isoterma correspondente a temperatura de 36°C.
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6. Uma chapa plana de metal esta situada em um plano xy, de modo que a temper-
atura (em ° ) no ponto (z,y) é inversamente proporcional a distancia da origem.
(a) Descreva as isotermas.

(b) Se a temperatura no ponto P(4,3) é 40°C, ache a equa¢do da isoterma para
uma temperatura de 20°C.

(c) curvas de nivel Cy.

7. Seja, z = f(x,y) = 952;;’2.

(a) Esboce o mapa de contorno de f.

(b) Determine uma equacdo da reta tangente a curva de nivel que passa pelo
ponto (0,6) no ponto (—3,3). ldentifique o vetor velocidade.

(c) ldentifique a curva de nivel do item (b) no mapa de contorno do item (a).
Esboce a reta tangente e a direcdo do vetor velocidade no mapa de contorno.

Respostas

L () Dy ={(@ysa+(y—12<1} (d) Co:a®+(y—1? =1, C =

(b) Im(f)=10,1] {(0,1)}. Se 0 < k < 1, temos cir-
L2 12 2 _ < cunferéncias concéntricas de cen-
(€) Gr:a” +(y - 17427 =10 < tro (0,1) e raio v/1 — k2.

z < 1, semi-esfera.

2. (a) Dy (b) Im(f) = [0,1]

3. (@) Dy = {(zy)z # 2} = R?\
{ reta z =2}

(b) Im(f) =R

(c) Cr:y=k(x—2),x #2.
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4. (a) Dy =R*—{(0,0)}

(b) Im(f)=10,1]

0, #0;, Cp:y= %m
r#0, 0<k<l

2 2
5. C361%—|—yz:1

6. (a) Circunferéncias com centro em (0,0)
(b) z* + y* =100

7. (a) (c)

(b) Reta tangente a C3 em (—3,3) é
(—3,3) + (0,-3)t, ¥t € R.A di-
recdo do vetor velocidade é v =
(O’ _1>

Page 11



	Funções escalares de várias variáveis
	Curvas de nível
	Exemplos
	Exercícios



