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Funcoes escalares de varias variaveis

Aproximacao linear de funcoes

Objetivos:

» diferencial total; estimacdo da variacdo de uma func3o; calculo de erro absoluto e
relativo;

» aproximac3o linear de uma func3o; estimacdo de valores da funcdo em um ponto;

Seja f : D C R? — R definida no aberto D C R?, diferencidvel em (a,b) € D.
Entdo

. e(h, k)
oo T B~
_ af of
Onde € (h,k) = f(a+ h,b+ k) — f(a,b) — %(a, b)h — 6_y(a’b)k'

Diferencial: Se define diferencial de f no ponto (a, b) relativa aos acréscimos h e k como
a funcdo

g0

que depende de h e k.

(a,b)h + %(a,b)k = diferencial de f em (a,b)

Se f é diferenciavel em (a,b), temos

i . e(h, k)
lim e(hk)= Llim ———||(hk
(h,k)—(0,0) ( ) (h,k)—(0,0) ||(h, k)” ||( >||

- e(h, k) .
= lim . lim ho )| = 0.
(h,k)—(00) (R, k)| (h,k)—(0,0) 1€ )|l

[ J/

g

=0 =0
Logo,

fla+h,b+k)— f(a,b) ~ g—i(a,b)h—l— g—g(a, bk, se (h,k)=~(0,0).

Pondo Af = f(a+h,b+k)— f(a,b) = varacdo de f quando se passa de (a, ) para
(a+ h,b+ k), obtemos:
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Af ~df, se (h,k) ~ (0,0)
O valor df também pode ser interpretado como o erro total nos valores de f(z,y) se
os incrementos h e k medem o erro na medicdo dos valores = e y respectivamente. O

: . df I df
erro relativo é o quociente e a percentagem de variacdo é * 100%.
Tan Fap 1%
Observe-se que na notacdo de h = Ax, k = Ay, a diferencial é
df = 8f( b)Ax + g—f(a b) Az
)

Analogamente, seja f : D C R® — R, D aberto em R3, é uma funcdo de trés
variaveis com derivadas parciais continuas em D (logo diferenciavel). Para cada (a, b, c) €
D, definimos a diferencial de f en (a,b,c) relativa aos acréscimos Az, Ay, Az por:
f of of

df = o (a,b,c)Ay + %(a, b,c)Az

Mostra-se que Af ~ df se (Az, Ay, Az) ~(0,0,0).

(a b,c)Ax + —

Observacao:

1. Notacao classica de diferencial

f

df = (x y)dx + of

af%w@

2. Em funcdes de uma variavel y = f(x) a diferencial é definida como dy = f'(z)dz,
sendo dx a variavel independente.

3. Como Af ~ df, temos que se df > 0 (respectivamente df < 0), a funcdo aumenta
(diminui) quando se passa de (a,b) para (a + h,b+ k).

4. Se df =0, entdo a fungdo n3o varia quando se passa de (a,b) para (a+h,b+ k).

Funcdo linearizada: Seja f: D C R? — R, definida no aberto D C R?, e (a,b) € D.

Se existem as parciais 8_x<a’ b) e g—]yc(a, b), a funcdo
0 0
L(w.9) = fla.) + SH@ bz =) + 5@ by b

é bem definida e é chamada de func3o linearizada de f perto de (a,b).

Se f é diferenciavel em (a,b), temos

o) = £@h) = 5 @ h)e - )~ G @by b

lim =0
(@.y)—(a,b) V(z—a)?+ (y—b)?

e podemos garantir que f(z,y) ~ L(z,y) para todo (z,y) suficientemente préximo de

(a,b).
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Observacao:

1. A funcdo L(z,y) é usada para estimar valores de f(x,y) quando os mesmos forem
complicados de calcular e também quando nao se tem uma expressdo explicita
de f. Por exemplo quando temos apenas dados experimentais numa tabela e
desconhecemos a lei ou modelo.

2. A superficie z = L(x,y) € o plano tangente ao gréfico de f no ponto (a, b, f(a,b)).

3. df = L(z,y) — f(a,b)

Interpretacdo geométrica da diferencial: Se f : I C R — R, entdo dy = f'(a)dz, e
geometricamente se corresponde com a distancia entre os pontos R e () da figura abaixo.
Em quanto Ay se corresponde com a distancia entre os pontos R e P.

y = f()

0 \

Reta tangente

y = fa)+ f'(a)(z —a)

Observe que Ay representa a variacdo da funcdo f(x) e dy representa a variacdo da
funcdo linearizada de f, L(x) perto do ponto (a, f(a)), cujo grafico é a reta tangente a

y = f(x) no ponto (a, f(a)).

0 0
Ora,se f: D CR? — R, 2 = f(x,y), entdo dz = a—f(a,b)dm + 8—f(a,b)dy, e
Zz Y
geometricamente corresponde a distancia do ponto (a + Az, b+ Ay, f(a,b)) ao ponto
do plano tangente (a + Az, b+ Ay, c). Ora, o valor Az se corresponde com a distancia
entre os pontos (a+ Ax,b+ Ay, f(a,b)) e o ponto (a+ Az, b+ Ay, f(a+ Az, b+ Ay))

do gréfico z = f(z,vy).
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I
Aalé, b
|
I
|
I

(a+ Az,b+ Ay, fla+ A b+ AgNo—
Az
(u+Az,b+Ay,L(u+Allr=b+A‘y)), -
e : dz
il
Superﬁcie / “‘ LIS ___,_-—-—'_-

Z=f(:]3,y’) —

Plano tangente

z = f(a,b) + fo(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b)

Figure 2: Diferencial de uma funcao de duas variaveis

Observe que Az representa a variacdo da funcdo f(z,y) e dz representa a variacdo da
func3o linearizada de f, L(x,y) perto do ponto (a,b, f(a,b)). Dai c = L(a+ Az, b+ Ay)
no ponto de variagdo no plano tangente (a + Az, b+ Ay, c).

Exemplos
1. Calcule a diferencial de z = ln (22 + y?).
Solucao
Temos 5 5 5 5
z 2 T Y
de= Zdgr 4 Ly = -2 _goy Y _q
T o x+6y Y x? + y? $+$2+y2 Y
2. Seja z = ze® ¥, Calcule um valor aproximado para z, correspondente a z = 1,01
ey =1,002.
Solucao
~ 2_.2 ;- ., 2 0z 0z
A funcdo z = ze* ¥ é diferencidvel em R*, por a—(a:,y) e a—(x,y) serem
T Y

continuas em R?.

Sejam (a,b) = (1,1),h = 0,01 e kK = 0,002. Como (h, k) ~ (0,0), Entdo
Az ~ dz

Onde Az = 2(1.01,1.002) — 2(1,1) = 2(1.01; 1.002) — 1,

0z 0z
dz = %(1, 1)h+ 8_y<1’ k=
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= [V 4220”7V |11y - (0.01) + [z - (—=2y)e™ ¥ 1) - (0.002) =
= (1+2)-(0,01) + (=2) - (0,002) = 0,03 — 0,004 = 0,026

Entdo, 2(1.01,1.002) — 1 ~ 0,026, ou seja 2(1.01,1.002) ~ 1,026

3. A altura de um cone é h = 20 ¢m e o raio da base é r = 12 c¢m. Calcule um
valor aproximado para a variacdo, AV, no volume quando h aumenta de 2 mm e
r decresce 1 mm. Estime o erro relativo e a percentagem de variacdo do volume.

Solucao

O volume do cone de altura & e raio da base r é dado por V' = %777“2h, que é uma
funcio diferenciavel em R2. Sejam 7y = 12, hy = 20.

Como h aumenta de 2 mm, entdo Ah = 0,2 e como r decresce de 1 mm, entao
Ar = —0,1. Como |Ar| ~ 0 e |Ah| ~ 0, entdo AV ~ dV, onde

dv = a—VAr + a—VAh = gm’h - Ar + 17‘(7“2 - Ah

or oh (12,20) (12,20)

2 1
=T 1220 (—=0,1) + §7r(12)2 -(0,2)
= —16m + 9,6 = —6,47

Assim,
AV ~ —6,47

ou seja, a variacio AV no volume decresce aproximadamente de 6, 47 cm?.

O erro relativo é, portanto,

av ’ 6, 47 — 0,007

'V(12,20) " 1/3m- 144 - 20

e a percentagem de variacdo do volume é de 0, 7%.

4. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do vento v e do tempo
t durante o qual o vento se manteve naquela intensidade. Os valores da funcio
h = f(v,t) sdo apresentados na seguinte tabela.
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Duragédo (horas)

Velocidade do vento (km/h)

Use a tabela para

(a) determinar uma aproximacdo linear da funcdo altura da onda quando v esta
proximo de 80 km/h e t estd préximo de 20 horas;

Solucdo
Supondo que a funcdo f é diferencidvel, uma aproximac3o linear da funcao
altura para pontos suficientemente préximos de (80, 20) seria a funcdo

af af

L(v,t) = f(80,20) + %(80, 20)(v — 80) + 5(80, 20)(t — 20)
Ora, 5
. 80 + h,20) — f(80,20
01 (50, 30) — tim 150+ 1:20) — /(0,20)
ov h—0 h
E podemos estimar esse valor considerando a média das taxas de variacao
média com, por exemplo, h; = 20 e ho = —20. Com efeito,
af 1 ( f(80+20,20) — f(80,20)  f(80 —20,20) — f(80,20)
< 2 ~ — =
v (80,20) 2 ( 20 + —20
1 /122—-86 5.2—28.6) 1
= - = —(0.1 18) = 0.175.
2( 20 + 50 ) 2(0 7+0.18) = 0.175
Analogamente,
af 1 (f(80,20 +10) — f(80,20) = f(80,20 —5) — f(80,20)\
o 80200~ 5 < 10 - -5 -
1/95—-86 7.7—28.6) 1
== = —(0. .18) = 0.135.
2( 0 + = > 2(009—1—0 8) =0.135

Assim, a aproximacao linear esperada seria

L(v,t) = 8.6+ 0.175(v — 80) + 0.135(t — 20)
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(b) estimar a altura das ondas quando esta ventando por 24 horas a 84 km/h.

Solucao
Considerando a linearizacdo do item (a),

£(84,24) ~ L(84,24) = 8.6 + 0.175(84 — 80) + 0.135(24 — 20) = 9.84

Portanto, as ondas teriam uma altura de aproximadamente 9.84 metros.

Exercicios

1. Seja f(z,y) = 1 + In(2? + y?). Determine:

(a

(b ( )

(c) Curvas de nivel
(d

(e) o pIano tangente e a reta normal ao Gy no ponto (1,0, 1)
(f) Um valor aproximado para f(0.99,0.01)

) D
) 1
)
) G
)
)
)

(g) O conjunto dos pontos de diferenciabilidade da funcdo

o(z,y) :{ (@* +y?) (é(x,y) -1 2: gzg i (8,

2. D& um valor aproximado de /(0.01)2 + (3.98)2 + (2.99)2.

3. Determine o erro relativo maximo (aproximado) no calculo do periodo 7" de um
péndulo simples, através da férmula T = 271'\/7 sendo o erro relativo em [ igual

a 1% e em g igual a 3%.

4. O angulo central de um setor circular é 80° e o raio é 20 ¢m e deseja-se reduzir o
angulo de 1°. Qual deve ser o acréscimo no raio para que a area fique inalterada?

5. A sensacdo térmica W (T, v) depende da velocidade do vento v e da temperatura
T. Use os dados da seguinte tabela para

(a) dar uma equacgdo aproximada da lei W (T, v) que determina a sensacdo tér-
mica a velocidade do vento préxima a 10 milhas/h e temperatura préxima a
30°F.

(b) estimar a sensagdo térmica se a velocidade do vento for de 11milhas/h e a
temperatura for 29°F'.
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Temperatura T (F°)

(milhas/h)

Velocidade do vento v

6. Um modelo para a area da superficie do corpo humano é dado por
S =172 09w0,425h0,725

onde w é o peso (em quilogramas), h é a altura (em centimetros) e S é a medida
em centimetros quadrados. Se os erros nas medidas de uma pessoa, w=80kg e
h=175cm, forem no maximo de 2%, utilize as diferenciais para estimar o erro
maximo cometido no calculo da superficie do corpo.

7. A temperatura do ponto (x, y) de uma chapa é dada por T'(x, y) = ln /2% 4+ y2 — 12.

(a) Determine o dominio de T'(x,y) e represente-o no plano xy.

(b) Determine a equacdo, da isoterma que contém o ponto (2,3) e faca o seu
esboco.

(c) Determine o plano z = ax + by + ¢ que melhor se aproxima do grafico de
T(x,y) no ponto (2,3).

(d) Calcule um valor aproximado da temperatura em (1.01,2.99).

Respostas
1. (a) R*—{(0,0)} (c) Circunferéncia de Centro (0,0)
e raio Vek~1
(d)
(b) R (€) z = 1+2(x - 1);(z,y,2) =
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(1,0,1) + A(2,0,—1),A € R 2. 4.978
3. 2%

4. Ar ~0.25 cm

5. (a) W(T,v) ~21+1,2(T —30) +
0,6(v — 10).
() 0.98 (b) W(29,11) ~ 19,2
6. 2,3%
7. (a) Dy ={(z,y) € R% 2% +y* > 12}
(b) k=0=co:a?+y?=13
(c) 2=2x+3y—13
(g) R? (d) —2.01 —0.01

@080
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