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Introducao

Neste texto (em desenvolvimento) o leitor poderd encontrar o conteldo bésico para
qualquer disciplina de calculo diferencial de funcoes de varias varidveis. O objetivo deste
projeto é apresentar a matéria com um visual mais atraente para o aluno, flexivel e facil
de adaptar a qualquer modalidade de ensino: presencial, hibrido ou a distancia.

Pretende-se incorporar contelidos mais aplicados as ciéncias e engenharias. Por ex-
emplo, uma visdo das derivadas parciais como taxas de variacdo ou dar uma estimacao
(linear ou quadratica) de uma lei a partir de dados experimentais, entre outros.

Este texto faz parte dos recursos educacionais digitais que estdo sendo elaborados e
coletados na plataforma

https://redmatuff.github.io/calculovariasvariaveis/

Agradecemos imensamente a Rioco Kamei (professora aposentada da UFF) por ter
cedido para este projeto suas notas de aula manuscritas. Esses textos foram a base da
apostila que agora apresentamos. Por esse motivo a Profa. Rioco foi convidada para
fazer parte da coautoria do manual, embora ela n3o seja responsavel pelo produto final.

Gostariamos também de agradecer a forte colaboracdo da monitora Maria Américo
na digitalizacdo de textos e criacao das figuras.

Se vocé é aluno e tem sugestdes para aprimorar o texto: apresentacdo do conteldo,
figuras, mais exemplos, etc, ndo duvide em entrar em contato com a Profa. Begona
Alarcéon!! Entendam que este texto é para vocés, alunos. Facamos dele um material
aconchegante!

Email de contato: balarcon@id.uff.br
Dedicado a todos os alunos que me inspiraram ao longo de minha carreira como

docente na UFF e a todos os alunos que encontrem neste texto seu instrumento de
aprendizagem para disciplinas de célculo de funcdes de varias variaveis.

@080
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Capitulo 1: Funcoes vetoriais de uma
variavel

Page 8



Begoiia Alarcén e Rioco Kamei

IME-UFF

@080

Dominio, imagem e parametrizacao de curvas

Objetivos:

= Compreender a nocdo de funcio vetorial de uma variavel, dominio, imagem e

grafico;

= |dentificar as equacdes paramétricas de uma curva como a imagem de uma funcao

vetorial;

= Relacionar equacdes paramétricas e cartesianas de curvas basicas.

Definicdo: Uma funcdo de uma variavel real a valores em R" é uma funcao do tipo

r: I CR—R"

nimero t € I — vetor 7(t) € R"

onde [ pode ser um intervalo ou uma unido de intervalos. No caso em que [ for um

intervalo, a funcdo 7 também é dita de caminho em R".

O conjunto I é o dominio de 7, Dom(7) = I.

O conjunto Im(7) = 7(I) = {r(t) € R";t € [} é a imagem, traco ou trajetéria do

caminho 7.

Se 7 é um caminho em R?, podemos escrever

onde x(t) e y(t) sdo as funcdes coordenadas de 7.

Em geral, se I for um intervalo, a imagem 7(I) é uma curva em R?, onde

F:{x:x@

y=uy(t), tel

é uma parametrizag¢do da curva C' = ().
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Figure 1: Parametrizacio de uma curva C' C R?

Analogamente, se 7 é um caminho em R3, podemos escrever 7(t) = (z(t), y(t), 2(t)) =
z(t)T+ y(t)7+ z(t)k.

Em geral, C' = 7(I) é uma curva espacial, parametrizada por

x = x(t)
miq v =uy)
z=2z(t), tel
4 )

Figure 2: Parametrizacdo de uma curva C C R?
Observacdo: Nao devemos confundir a imagem ou traco de uma funcdo vetorial com seu
grafico.

O graficode 7: I C R — R" é o conjunto Gr(7) = {(¢,7(t)) : te€ I} CRxR"
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Assim, um caminho em R? possui seu dominio em R, seu traco ou imagem em R?
e seu grafico em R3. Por exemplo, no caso da funcdo vetorial 7(t) = (cos (t),sen (t)),
t e R:

Dom(7) = R, Im(r) é a curva em R?

F:{ T = COS (t)

y=sen(t), teR

correspondente a circunferéncia de centro (0,0) e raio R = 1. Ja o gréfico é o conjunto
Gr(r) = {(t,cos (t),sen(t)) : t € R} o qual é um curva em R? parametrizada por

r=t

1 y=cos(t)
z=sen(t), teR

correspondente a uma hélice.

Ll

~—

Figure 3: O traco e o grafico de uma funcao vetorial de uma variavel

Observacdo: Se t é interpretado como tempo, entdo 7(t) representa o vetor posicdo de
uma particula em movimento no instante t.

Exemplos

1. Seja 7(t) = (t,t*),t € R, A imagem de 7 é a curva dada pela parametrizacdo

. r=t
T:{y:tQ , teR

Eliminando o parametro t, temos as equacoes cartesianas da curva
C:y=2% z€R
2

correspondente ao grafico da funcdo f(z) = x°.
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Figure 4: O grafico de uma funcao escalar como imagem de uma funcao vetorial

2. Seja 7(t) = (asent,acost), a >0, 0 <t < 2r. Como 7(0) = 7(27) = (0, a),
entdo a imagem de 7 é uma curva fechada. Temos

podmasent) g o)
y = a cos(t)

Eliminando o parametro t, temos que a imagem do caminho fechado é a curva
C : 2?4+ y? = a?, isto é, a circunferéncia de centro (0,0) e raio R = a.

Figure 5: A circunferéncia como imagem de uma funcao vetorial

Observacdo: A parametrizacdo de uma curva n3o é (nica. A diferencia entre esta
parametrizacdo e a do exemplo anterior é a orientacdo. Observe que neste exemplo
a parametrizac3do traca a curva em sentido contrario ao crescimento do parametro.
Isto é, o parametro vai crescendo em sentido anti-horario e a parametrizacao traca a
curva em sentido horério. Se diz que a parametrizacdo possui orientacdo negativa.

3. Parametriza a curva C : 22 + 4> = a?, a > 0, y > 0.
Solucdo Seja P(z,y) € C
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y
a
P(z,y)
)
0 | a X
z Q

Figure 6: Parametrizacao da circunferéncia

no tridangulo retangulo OPQ, temos

{x:acose 0<8<n

y=asend ’

Observe que o angulo somente poder variar de 0 a 7 pois y > 0. Fazendo 6 = t,
temos uma parametrizacdo de C'

7(t) = (acost,asent), 0<t<m.
Fazendo 6 = 2t temos uma outra parametrizacao de C:

7(t) = (acos(2t),asen(2t)), 0<t< g

Exercicios

1. Determine as equacdes cartesianas das curvas dadas pelas seguintes parametriza-
cbes. Esboce as curvas.

(a) A(t) = (t,t—2), t €R.

(b) (1) = (4+t,4—1), t €[0,1].

(c) 7(t) = (2cost,2sent), t € [Z, 3],
(d) 74(t) = (2cost,3sent), ¢ € [0, 2n].
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=l

(e) 75(t) = (£ cosht,senht), t € R.

(f) 75(t) = (sect,tant), t € (=%, ) U (%, 3.

2. Esboce a imagem das seguintes funcdes:

(a) 7i(t) = (t —4,*+5), t € R.
(b) #(t) = (t, V1 —12), V|t| < 1.
(c) 75(t) = (t, V12 — 1), V|t| > 1.
(d) 7u(t) = (3, t), t € R.
(e) 75(t) = (cost,cos?t), t € R.
(f) 7s(t) = (cos?t,sen?t), t € R.
(g) 72(t) = (e’ cost,e'sent), t € R.
(h) 75(t) = (t,t —1,t+2), t € R.
(i) 7o(t) = (cost,sent,t), t € R.
3. Determine uma parametrizacao das seguintes curvas:
(a) Cr:y=1+42z
(b) Cy:y =2
(c) Circunferéncia de centro (2,3) e raio R = 4 com orientacdo positiva.
(d) Elipse de centro (1,1) e semi-eixos a = 1 e b = 2 com orientacdo negativa.
() C3:y* —a* =4

4. Determine uma parametrizacdo da curva intersecdo das superficies z = /22 + y?
e z =1+ y. Faca um esboco das superficies e a curva.

Respostas

1. QQy=x-2

(b) z+y=

() *+y*=4,2<0

(d) 92% +4y* = 36
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(e) 22 —y? =1

(— cosh(t), sinh(t)),t € R

(sec(t), tan(t)),t € ( s

2.

3. (@) C1 o (zyy)=(t,1+2t), teR.
(b) Cy : (z,y) = (t,t3), t € R.
(c) C5 : (z,y) =(2+2cost,3+2sent), t € [0,2n].
(d) Cy : (x,y) = (1+sent,1+4cost), t €[0,2n].
(e) Cs : (z,y) = (£2senht,2cosht), t € R.

4. F(t) = (¢, (= 1),1(1*+ 1)), t e R.

@080
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Limites, derivada e vetor tangente

Objetivos:
» Calculo de limite de uma funcdo vetorial em um ponto;
= Continuidade e diferenciabilidade. Propriedades da derivada;

= Calculo e interpretacdo geométrica da derivada; equacdo paramétrica da reta tan-
gente.

Seja7:1 C R — R", com 7(t) = (z1(t),...,zn(t)), uma funcdo vetorial de uma
variavel.

Limite: Seja ty € I C R ou um extremo de algum dos intervalos em . Dizemos que
L = (Ly,...,L,) € R é limite de 7, quando t — t, i.e.,

tlirp 7(t) = L, se para todo
—to
e > 0 existe um § > 0 tal que ||7(¢t) — L|| <&, sempre que t € [ e |t —ty| < 9.

Teorema:
t—to t—to
Observe que cada coordenada z;(t), ¢ = 1,...,n, é uma funcdo escalar de uma

variavel, portanto seu limite serad calculado com em Calculo IA. Por exemplo:

lim (£2,t) = (4,2).

t—2

Caso um dos limites lim z;(t), i = 1,...,n, ndo existir, diremos que o limite lim 7(t)
t—to t—to

n3o existe. Por exemplo, lim (¢,sen -).
t—0 t

Caso algum dos limites lim z;(t), i = 1,...,n, for infinito e os restantes existirem,
t—to
. . . 1
diremos que lim ||7(¢)|| = co. Por exemplo, lim (¢, ——).
t—to t—1 t—1

Continuidade. Seja t, € I C R. Dizemos que i é continua em ¢, se tlir{l T(t) = 7 (to).
—to

Dizemos que 7 é continua se 7 for continua em cada t € I.

Page 16
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Teorema:
7 é continua em ty <= x;(t) é continua em ¢y, Vi=1,...,n.
De novo, como cada coordenada x;(t), i = 1,...,n, é uma funcdo escalar de uma var-

idvel, devemos estudar a continuidade das n funcdes, isto é, verificar que lim z;(t) = L;,
t—to

paracadai=1,...,n.

Caso alguma das func¢des coordenadas n3o for continua em t,, diremos que 7(t) ndo

, . " sent, . .
é continua em ty. Por exemplo, 7(t) = (COSt,T) ndo é continua em 0, embora

. S . o , ., .
im(} (cost, T) = (1,1), pois o ponto n3o pertence ao dominio; e sim é continua em
%

7, pois as duas funcdes coordenada s3o continuas no ponto.

Derivada Seja to € |, ndo sendo extremo de nenhum dos intervalos de I. Definimos a
derivada de 7 no ponto t, como sendo
dr 7 (to + h) — 7 (o)

7t = G ) = fi P

desde que o limite exista.

Dizemos que 7 é diferenciavel em t, se existir a derivada em t;. Dizemos que 7 é
diferencidvel se 7 for diferencidavel em cada ¢ de seu dominio 1.

Teorema:
7 é diferencidvel em ty <= x;(t) for diferenciavel em tg, i =1,...,n e
7(to) = (&) (to), - .-, 2 (t0)).
Caso uma das derivadas x/(ty), ¢ = 1,...,n, ndo existir, diremos que a derivada

7' (ty) ndo existe e portanto a funcdo vetorial ndo é diferencidvel em t,. Por exemplo,

lim (Vt,1—1t).
t—0

Observacdo: Como a continuidade e a diferenciabilidade se dao coordenada a coordenada,
é facil provar que:

Se 77 é diferenciavel em t, = 1 é continua em t,.

Assim, se uma das funcBes coordenadas x;(t), i = 1,...,n n3o for continua em t,
ent3o a funcdo vetorial 77 n3o seria continua em ¢y e também nao diferenciavel em t.

Propriedades da derivada: Sejam 7,5 : I C R — R" funcGes vetoriaise f: I CR — R
funcdo escalar, todas elas diferencidveis em I aberto. Entao

1. fr é diferenciavel e (f7)'(t) = f'(t)7(t) + f(¢)7'(t)
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2. 7. § é diferenciavel e (7- 5)'(t) = 7'(t) - 5(t) + 7(t) - §'(¢)
3. Se n =3, 7 x § é diferenciavel e (7" x §)'(t) = 7'(t) x 5(t) + 7(t) x §'(¢).

Observacdo: Seja 7: I C R — R™ um caminho (I intervalo) derivavel até a 2¢
ordem. Se 7(t) denota o vetor posicdo no instante ¢ de uma particula p que se move em
R™, n = 2,3, definimos o vetor velocidade #(t) e o vetor aceleracdo d(t) por

B0 =70 = T e alr) =) = T2 ()

Definimos a velocidade escalar e a aceleracdo escalar por:
o(t) = [d@) = IO e alt) = [la@@)] = 17" = [[7 ()]

h
paralelo ao vetor 7(ty + h) — 7' (tg). Fazendo h cada vez menor, tem-se que o vetor

7(to +h) — 7 (to)

h
(to)-

- Lo =
Interpretacdo geométrica de 7" (ty) # 0. Observe que o vetor

é cada vez mais proximo do vetor tangente a curva imagem no ponto

Reta tangente

t0+}L

Portanto, podemos dizer que 7/ (ty), ou vetor velocidade do caminho 7 no instante ¢,
é o vetor tangente a curva C' : 7(I) no ponto 7(t). Portanto, uma equacdo paramétrica
da reta tangente a curva C' no ponto 7(ty) seria

(.’L’l,...,l’n> = F(to) ‘|—)\7_”/ (to),)\ € R

Exemplos

1. Determine a equacdo da reta tangente a trajetéria de 7(t) = (cost,sent, 1) no
ponto 7(%).
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Solugdo Temos 7(%3) = (;, ‘ég, 1), 7 (t) = (—sent,cost,0), portanto F’(‘TP’,

A equacdo da reta tangente é:

0).

1
29

(x,y, z )—7"(3)—1—)\7“(3) AeR

Ou seja,
1 V3 31
=(z,—, 1)+ AX—=,=,0,AeR.
($7y7z) (27 2 ) )+ ( 2727 )7 E
2. Seja 7(t) = acos(wt)i’+ bsen(wt)], onde a,b,w sdo constantes. Mostre que
d*r oo
— = —WwT.
dt?
dr . L A ) .
Solucdo Temos - = —aw sen(wt)7'+ bw cos(wt)j e o = Taw cos(wt)y —
d*r

bw? sen(wt)7. Logo, d_t;a = —w?acos(wt)i’+ bsen(wt)7], ou seja,

— = —wT

dt? ’

Como queriamos mostrar.

3. Um ponto se move no espaco de modo que ||9(t)|| = k, para todo ¢, onde k > 0
é uma constante. Prove que ¥(t) - @(t) = 0, para todo t.

Solucdo Temos ||v(t)||> = @(t) - ¥(t), para todo t, donde ¥(t) - T(t) =
todo ¢. Derivando os dois lados em relacdo a ¢, temos ¢’ () - U(k) +v(t) -0’ (¢
para todo t.

k2, para
(t) =

Como o produto escalar é comutativo, temos 2(t) - v'(t) = 0, para todo t,

Ou seja, 9(t) - d@(t) = 0, para todo ¢, como queriamos provar.

Exercicios
1. Considere a curva definida por 7(t) = (1 +2In(1+¢), 1+ (1 +¢)%), t > —1.

(a) Determine uma equacdo cartesiana da reta tangente a curva no ponto (1,2).

(b) Dé uma equagdo cartesiana da curva.

2. Um objeto inicia seu movimento no ponto (0, —4) e se move as longo da parébola

. . X . e
y = x® — 4, com velocidade horizontal — = 2¢ — 1. Encontre o vetor posicio do

objeto, os vetores velocidade e aceleracdo no instante ¢t = 2.

3. Seja #: I — R3, I intervalo, derivavel até a 2% ordem em I. Suponha que existe
um real A, tal que, para todo t € I,7"(t) = Ar(t). Prove que 7(t) x 7'(t) é
constante em [.

Respostas
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1. QQy—xz=1
(b)y y=1+e"LzeR

2. 7(2) = (2,0) ,7(2) = (3,12), a(2) = (2,26).

[@recel
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Capitulo 2: Funcoes escalares de varias
variaveis
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@080

Dominio, imagem e grafico

Objetivos:

= Compreender a nocao de funcdo escalar de varias variaveis, dominio, imagem e
grafico;

» Calcular e esbocar os conjuntos dominio, imagem e grafico;

Uma funcao real de n varidveis é uma funcdo do tipo f: D C R® — R, que associa
a cada n-upla (z1,...,x,) € D um dnico nimero w = f(xy,...,x,). O conjunto D é o
dominio da funcdo; a imagem da funcdo é dada pelo conjunto

Im(f) ={w = f(z1,..7) € Ry (x1,...,2,) € D} = f(D) CR
e o conjunto
Gr={(21, .., Tp,w) € R w = f(21,...7), (21, ..., 7)) € D} C R*H!

é o grafico da funcao.

Observacoes:

() Sen=1= f:D CR — R é uma funcdo real de uma varivel.

Figure 8: Dominio e imagem de uma funcao real de uma variavel real

Temos:

(i) D é o dominio da fungédo
(i) Im(f) ={y = f(z) eR;x € D} CR
(ii) Gy = {(v,y) € R%y = f(a),z € D} C R?
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f(=)

Figure 9: Grafico de uma funcao real de uma variavel real

Figure 10: Dominio e imagem de uma funcao real de duas variaveis reais

() Sen=2= f:DCR*—R, (r,y) €D+ z= f(x,y) € R, é uma funcio
real de duas variaveis.
Temos que:

(i) D=dominio da funcado

(i) Im(f) = f(D) ={z = f(z,y) €R;(z,y) € D} CR
("I) Gf = {(x,y,z) S R?);Z = f(CU,y),((E,y) € D} CR?

(,u, f(z,y))

Gypiz=f(z,y)
(& uma superficie)

X ) .(w, ) y

Figure 11: Grafico de uma funcao real de duas variaveis reais

Atencdo: Nem toda superficie do R?® é grafico de alguma funcio f(z,y). Com
efeito, seja S : 22 + y? + 2% = 1 (esfera de raio 1 e centro (0,0,0)).

Dado (x,y) no interior do disco D : 2% 4+ 3? < 1, temos que a reta paralela ao eixo
z, passando por (x,y), intercepta S em dois pontos distintos. Logo, S ndo pode
ser grafico de uma funcao de x e y.
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(%, ¥, V1 —x2 —y?)

(y, —v1—x2—y?)

Figure 12: Superficie em R? que ndo é grafico de uma funcdo

(M) Sen=3= f:DCR —R, (v,9,2) € Dr— w= f(r,y,2) € R éuma
funcao real de trés variaveis.

Figure 13: Dominio e imagem de uma funcao real de trés variaveis reais

Temos que:

(i) D = dominio da func3o
(it) Im(f) = f(D) ={w = f(z,y,2) € R;(x,y,2) € D} CR*
(i) Gy ={(z,y,2,w) € R w = f(x,y,2),(z,y,2) € D} CR*

Atencao: Como Gy C R*, é impossivel desenha-lo.

Exemplos

1. Funcdo Constante: Seja f(z,y) =¢, c € R.
Temos Dy =R?, Im(f) ={c}, G;={(z,y,2) ER*z=c¢, (x,y) € R?}
2. Funcdo polinomial: Seja f(z,y) = 22 + 2. Calcule,
(a) f(=1,2) (b) fla,+b,a—=b) (c) Dy (d) Im(f) (e) Gy
Solucao
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Figure 14: Grafico da funcao constante

1,2)= (1) +22=14+4=5
a+b,a—0b) = (a+b)*+(a—b)% = a®>+2ab+b*+a*—2ab+ b = 24>+ 2b?

= =

(e) Gy:z= f(z,y) = Gy : z2=2a?+y> (paraboloide circular)
Impondo = = 0, obtemos z = 22, de forma que no plano yz a intersecdo do
G é uma pardbola. Se tomarmos z =k (k > 0) obteremos z* + y* = k.
Isto significa que os tracos ou cortes horizontais sao circunferéncias.
Assim, o esbogo do G é:

Figure 15: Grafico da funcdo f(z,y) = 2% + 3>

3. Seja f(z,y) = vy —x + /1 —y. Esboce o dominio da funcao.

Solucao

A funcdo f estd bem definida se os radicandos y — x € 1 — y n3o forem negativos,
istoé: y—xr>0el—y>0<=y>uxey <1 Portanto, o dominio de f é
dado por onde: Dy = {(z,y) € Ry >z} e Dy = {(x,y) € R%y < 1}.

Exercicios

1. Seja f(z,y) = In(z +y — 1). Determine:
(a) f(1,1) (b) f(e,1) (c) o dominio de f (d) a imagem de f

2. Seja f(7,y) = /36 — 922 — 4y2. Determine:
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-2

-4

(a) o dominio de f
(b) a imagem de f
(c) o grafico de f.

3. Seja f(fl?,y, Z) = \/ﬁ Determine:

(a) f(lv 3, _4)
(b) o dominio de f
(c) aimagem de f.

4. Determine e faca o esboco do dominio das funcao

_ 5ln(aty)
(@) f(z,y) = ?21,2

(b) f(z,y,2) =In (16 — 42? — 4y* — 2?)

5. Esboce o grafico da funcdo

(a) flz,y) =2
(b) flzy)=1-z—y
(€) fla,y) =4—2a®—y°
(d) flz,y)=1-2
(e) f(z,y) = /16 — 22 — 1612
(f) flz,y) = Va2 + 92
(8) f(z,y) =y* —2?
(h) flz.y) = =
Respostas
1. (a) 0 (b) 1
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(©) {(zy)z+y>1}

(b) [0, 6]

3. (a

(b) {(z,y,2);2> + 9>+ 2% > 1}

c) 10, +oo]

)
)
()
4. (a) (m,y);2* +y? < dey > —x
(b) (:ch, ),—+Z+E<1
)

5. (a) Gy :z =2 (plano horizontal)

(c) z =4 — 2% — y* (paraboloide)

(d) R

(b) z+y+z=1 (plano)
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(d) Gy : 2z = 1 — 2% (cilindro
parabdlico)

(e) Gy: f—z +yP+5=122>20 (f) Gy : z = /22 + y? (parte supe-
rior do cone)

(8) Gy : z = y> — x® (paraboloide  (h) Gp:z=

1
. - m2+y2
hiperbdlico)

.

@I2Ee
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@080

Curvas de nivel

Objetivos:

» Compreender a nocdo de curvas de nivel e sua relacdo com o dominio, imagem e
grafico da funcao;

» Calcular e identificar a curva de nivel que passa por um dado ponto.

» Esbocar curvas de nivel; Mapa de contorno.

Seja f: DCR* —R, (z,y) € D+ 2= f(z,y) €ER
Seja k € Im(f), o conjunto Cy, = {(x,y) € D; f(z,y) =k} C D C R? é dito
curva de nivel de f no nivel k.

y

D
ﬂ MY Imf
Y

—_—
X

Figure 17: Relacdao da curva de nivel com o dominio e a imagem da funcao

Observe que a curva f(Cj) (imagem da curva de nivel Cj, pela funcdo f(x,y)) é a
curva intersecdo do grafico da funcao f com o plano z = k.

Intersecao do plano z = k
com o grafico de f

Figure 18: Relacao da curva de nivel com o grafico da funcao
Observacoes:
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() C,c DCR?*® f(Cy) CGyCR?

(I1) Se f(z,y) é a temperatura no ponto (z,y), entdo C} é uma isoterma (pontos de
mesma temperatura)

(I11) Se f é energia potencial, entdo C} é uma curva equipotencial.

Exemplos
1. Seja f(x,y) = 1 — 2* — y*. Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)
(c) Gy

(d) curvas de nivel C.

Solucao

(a) Df :R2
(b) Im(f) =] — o0, 1]

(c) Gy : z = 1— 2% —y* Vamos utilizar tracos para esbocar G;. Impondo
x = 0, obtemos z = 1 — y?, de modo que a intersecdo do G; com plano
yz (z = 0) é uma pardbola. Impondo z = 0, obtemos o traco 22 + y* = 1,
que corresponde a uma circunferéncia no plano zy. Assim, temos a forma da
superficie que é chamada de paraboloide.

3

Figure 19: Grafico da funcdo f(z,y) =1 — 2% — ¢?
(d) Seja k € Im(f) =] — oo, 1]. Entdo, a curva de nivel C}, é dada por
Co:l—a> -y’ =k=Cp:2°+9y°=1—k
Para k =1, temos C; : 22 + y* =0 = 2z = 0,y = 0. Logo, C; = {(0,0)}.
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Para k < 1, donde 1 — k > 0, temos Cy, : 22 + y*> = (/1 — k)2, Assim, as
curvas de nivel (k<1) sdo circunferéncias concéntricas de centro na origem e

raio v1 — k.
Figure 20: Curvas de nivel da funcdo f(z,y) =1 — 2% — ¢
2. Seja z = f(z,y) = /1 — 22 — y2. Determine:
(a) Dy
(b) Im(f)
(c) Gy
(d) curvas de nivel C.

Solucao

(a) Dy:1—2?—y* > 0= D;: 2%+ y* <1 (disco de centro em (0,0) e raio
1)

(b) Im(f) =10,1]

()G :iz=\1-22—y? =Gy :22=1-2>—y*2 > 0= G, :

2+ y* + 2% = 1,2z > 0 (hemisfério superior de centro em (0,0, 0) e raio 1)

Figure 21: Grafico da funcdo f(z,y) =

(d) Seja k € Imf =1[0,1]. A curva de nivel correspondente a z = k é
Co: flmy)=k ou 1—-a22—y2=k ou 2°+y*=1—Fk
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Para k = 0, temos Cj : 22 +3? = 1.
Para k =1, temos C; : 2? + y? = 0, entdo C; = {(0,0)}.

Para k, tal que 0 < k£ < 1, temos circunferéncia concéntricas de centro na

origem e raio /1 — k2.

Observacdo: f(x,y) = —v/a? — 2?2 —y? = Gy : 2 = —\/a? — 22 — y2. Portanto,

G2 +y* + 22 = a? 2 < 0 (hemisfério inferior de centro na origem e raio 1).

3. Seja z = f(z,y) = 1 — 2%, Determine:

-

a f

m(f)

f

b

Q =

C

d

curvas de nivel C}.

(a)
(b)
()
(d)

Solucao

(a) Dy =R?
(b) Im(f) =] — o0,1]

(c) Gy :z=1—2? Observe que a equacdo do gréfico, z = 1 — 2%, ndo envolve
a variadvel y. Portanto, qualquer plano vertical y = k (paralelo ao plano xz)
intercepta o G segundo uma parabola de equacdo z = 1 — 2. Assim, G é
obtido tomando a parabola z = 1 — 22 no plano zz e movendo-a na direcio
do eixo y. A superficie é dita cilindro parabdlico.
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Figure 23: Grafico da funcdo f(z,y) =1 — z?
(d) Seja k € Im(f) =] — o0, 1]. A curva de nivel correspondente é
Cril—a?=k=0Cy:2’°=1-k>0=Cy:x=xV1—k

Se k=1, temos C; : x = 0 (eixo y);
Sek<1 temosCy=retarx=+1—k ouretazx=—V1—-k%

-1

Figure 24: Curvas de nivel da funcdo f(z,y) =1 — z?

Observacdo: f(x,y) = 22,g(z,y) = a®> — y>* = G; e G, sdo cilindros
parabdlicos.

Figure 25: Cilindros parabélicos

4. Seja z = f(x,y) = /2% + y?. Determine:

Page 33



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Solucao

(a) Df = R2

(b) Im(f) = [0, +o0]

(c) Gy :z=+/22+y>. Fazendo x = 0, temos z =| y |, que é a curva interse¢do
do Gy com plano yz. Fazendo z = ¢, ¢ > 0), temos 22 + 9% = %, de modo

que a intersecao do Gy com o plano horizontal z = ¢ € uma circunferéncia.
Assim, temos que G é a parte superior do cone.

Figure 26: Grafico da funcédo f(x,y) = /22 + y?

(d) Seja k € Im(f) = [0,+0o0[. Entdo, a curva de nivel correspondente é dada
por Cy : /22 + 42 =k ou 22 + % = k2.
Se k =0, temos Cy = {(0,0)}.
Se k > 0 temos circunferéncias concéntricas na origem e raio k.

Observacoes:

(i) Os graficos de f(z,y) = —v/22+ 9% f(z,y) = a — /22 +y%, f(z,y) =

V32 + 92, flx,y) =4/*F +y s3o partes de cones circulares.

Figure 27: Cones circulares

(ii) O grafico de f(x,y) = \Jaz®+by?,a > 0,b > 0,a # b = G é a parte
superior do cone eliptico.

5. Seja, z = f(x,y) = y* — z%. Determine:
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(a) Dy
(b) Im(f)
(c) Gy
(d) curvas de nivel C;.

Solucao

(a) Df :RZ
(b) Im(f)=R?

(c) Gy :z=y*—2? Fazendo x = 0, o traco no plano yz é a parabola z = 32
com concavidade para cima. Os tracos verticais y = k sdo parabolas z =
k? — 22 com concavidade para baixo. Os tracos horizontais z = k, k> 0,
s3o hipérboles y?> — 22 = k e os tracos horizontais z = —k,k > 0, sdo
hipérboles 2 — y?> = ky. Assim, temos o esboco do Gy, dito paraboloide
hiperbélico (que tem a forma de uma sela).

2 2

Figure 28: Grafico da funcao f(z,y) =y~ — z*

(d) Seja k € Im(f) =R. A curva de nivel correspondente é dada por

Cr:yP—a*=k

Se k > 0, temos hipérboles com vértices (0, =v/k).
Se k = 0, temos duas retas pela origem, y = xr e y = —x.
Se k < 0, temos hipérboles com vértices (£v/—k,0).
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\

7Z TN\

6. Seja, z = f(z,y) = —\/4 — 22 — y2. Determine:

(a) A curva de nivel que passa pelo ponto (0,/3).

N
.
N

(b) A reta tangente a curva de nivel do item (a) no ponto (1,1/2). ldentifique o
vetor velocidade.

(c) Esboce em um dnico grafico a curva, a reta tangente e a direcdo do vetor
velocidade.

Solucao

(a) Como f(0,v/3) = —1, entdo a curva de nivel é — /4 — 22 — y2 = —1, isto

é C_y: 22+ y?=3.
(b) Observe que f(1,1/2) = —1. portanto (1,v/2) € C_; e faz sentido calcular

a reta tangente a C'_; nesse ponto. Caso contrario ndo existiria.
z(t) = v/3cost
y(t) = v/3sent

Portanto, a equacéo paramétrica da reta seria y(so) +7'(s0)t, Vt € R, onde
so € tal que 7(sp)

Uma parametrizacdo de C_; é v : { , Vt € [0, 2m].

\/_COSSO— 1

e substituindo na derivada da parametriza-
V3sensy =2

o, 7,:{ 2'(t) = —v/3sent V2 /3.

Calculando sg {

, temos que 7/ (s9) = (—v/3 - )
'(t) = V3 cost V3T B
Dai, a equacdo paramétrica da reta tangente é: (1,/2)+(—+/2,1)t, Vt € R.

O vetor velocidade é 7/(so) = (—v/2,1). A direcdo dele é v = Als0)

|| )/(SO)H
fB’ \/3 ’
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-2

4 — 2 —

Figure 30: Curvas de nivel da funcao f(z,y) = — y?> que passa pelo

ponto (0,/3) (em roxo)

Exercicios
1. Seja z = f(x,y) = /2y — 22 — y2. Determine:

(a) D

(b) 1 ( )

() G

(d) curvas de nivel C.

2. Sejaz=f(z,y)=1—2*2 >0,y >0exz+y < 1. Determine:
(a
(b
(

C

) D
) I ( )

) G

(d) curvas de nivel Cy.

3. Seja a funcdo z = f(x,y) = -%. Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)

(c) curvas de nivel C.

4. Seja a funcdo z = f(z,y) = Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)

(c) curvas de nivel C.

_z?
r2+y2 .

5. Suponha que T'(z,y) = 4z* + 9y* (em C°) represente uma distribuicdo de tem-
peratura no plano xy. Desenhe a isoterma correspondente a temperatura de 36°C.
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6. Uma chapa plana de metal esta situada em um plano xy, de modo que a temper-
atura (em ° ) no ponto (z,y) é inversamente proporcional a distancia da origem.
(a) Descreva as isotermas (conjunto de pontos com mesma temperatura).

(b) Se a temperatura no ponto P(4,3) é 40°C, ache a equa¢do da isoterma para
uma temperatura de 20°C.

(c) curvas de nivel Cy.

7. Seja, z = f(x,y) = 952;;’2.

(a) Esboce o mapa de contorno de f.

(b) Determine uma equacdo da reta tangente a curva de nivel que passa pelo
ponto (0,6) no ponto (—3,3). ldentifique o vetor velocidade.

(c) ldentifique a curva de nivel do item (b) no mapa de contorno do item (a).
Esboce a reta tangente e a direcdo do vetor velocidade no mapa de contorno.

Respostas

L () Dy ={(@ysa+(y—12<1} (d) Co:a®+(y—1? =1, C =

(b) Im(f)=10,1] {(0,1)}. Se 0 < k < 1, temos cir-
L2 12 2 _ < cunferéncias concéntricas de cen-
(€) Gr:a” +(y - 17427 =10 < tro (0,1) e raio v/1 — k2.

z < 1, semi-esfera.

2. (a) Dy (b) Im(f) = [0,1]

3. (@) Dy = {(zy)z # 2} = R?\
{ reta z =2}

(b) Im(f) =R

(c) Cr:y=k(x—2),x #2.
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4. (a) Dy =R*—{(0,0)}

(b) Im(f)=10,1]

0, #0;, Cp:y= %m
r#0, 0<k<l

2 2
5. C361%—|—yz:1

6. (a) Circunferéncias com centro em (0,0)
(b) z* + y* =100

7. (a) (c)

(b) Reta tangente a C3 em (—3,3) é
(—3,3) + (0,-3)t, ¥t € R.A di-
recdo do vetor velocidade é v =
(O’ _1>
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Superficies de nivel

Objetivos:

» Compreender a nocdo de superficies de nivel e sua relacdo com o dominio e imagem
da funcao.

» Calcular e identificar a superficie de nivel que passa por um dado ponto.

» Esbocar as superficies de nivel.

Sejaf:DCR" —R, (x,29,..,p) €D +—=w= f(xy,29,....,2,) € R.

Seja k € Im(f). O conjunto Cy, = {(x1,x2,....,x,) € D; f(x1,22,...,2,) = k} C
D C R™ é dito conjunto de nivel de f no nivel k. As curvas de nivel sdo o caso particular
n = 2.

Quando n = 3, os conjuntos de nivel se denotam por Sj e se chamam superficie de nivel
de f no nivel k.

fmf

Figure 31: Relacao da superficie de nivel com o dominio e a imagem da funcao

Observacao
() Se f: D CR? — R, entdo G; CR?, C, € D CR? Im(f) CR.
() Se f: D C R* — R, entdo Gy C R*, S, ¢ D C R?, Im(f) C R.
() Se f: D CR" — R, entdo G; C R"™, C, € D C R", Im(f) CR.
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Exemplos
1. Seja f(x,y,2) = 22 + y*. Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)
(c) a superficie de nivel que passa pelo ponto (1,0, 0)
Solucdo
(a) Df = ]Rg
(b) Im(f) =0, +o0
(c) f(1,0,0) = 1, entdo o nivel da curva é k = 1. Dai, S; : 2?2 +y> =1¢a
curva desejada. Como essa equacdo nao envolve a variavel z, isso significa
que qualquer plano horizontal z = k (paralelo ao plano zy ) intercepta o G¢
segundo a circunferéncia 22 + y*> = 1. Assim, o G é obtido tomando-se a

circunferéncia 22 42 = 1, no plano zy e deslocando-a paralelamente ao eixo
z. A superficie é dita cilindro circular reto.

Figure 32: Superficie de nivel k = 1 da funcdo f(z,y,2) = 2% + 3

2. Seja f(z,y,2) = 2% + y* — 22, Determine:

(a) Dy
(b) Im(f)

(c) Sk, superficies de nivel
Solucao

(a) Dy =R
(b) Im(f) =R

(c) Seja k € Im(f) =R. Ent3o, a superficie de nivel correspondente é
Spat+yt -2t =k
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Sek=0,temos Sp: 22 +y*—22=0 ou 22=2?+y> Fazendoz =0,
temos 2z = +|y| e fazendo z = ¢, temos 22 + y? = . Logo, temos a forma
de Sy que é um cone.

Se k > 0, temos S : 2% + y? — 22 = k. Fazendo z = 0, temos a hipérbole
y? — 2% = k no plano yz de vértices (0, vk, 0) e (0, =k, 0). Fazendo z = ¢,
temos a circunferéncia 2% +y? = k+c?. Assim, temos a superficie Si,, k > 0,
dita hiperboloide de uma folhas.

Sek <0ou—k>0,temos S, : 22 — 22 —y? = —k. Fazendo x = 0, temos
a hipérbole 22 —y? = —k no plano yz de vértices (0,0, v—k), (0,0, —/—k).
Fazendo z = ¢, com ¢ > v/—k ou ¢ < \/—k, temos circunferéncias 22 + 1> =
k4 c?. Assim, temos a superficie Sj, k < 0, dita hiperboloide de duas folhas.

Figure 33: Superficie de nivel & < 0 (azul), £ = 0 (amarelo) e k& > 0 (vermelho)
da funcdo f(z,y,2) = 2% + 9> — 22

A versdo do mapa de contorno para as superficies de nivel seria um grafico 3D com
as superficies de nivel uma dentro da outra:

Figure 34: Grafico 3D com as superficies de nivel da funcdo f(z,y,z) = 2* +

92722

Exercicios
1. Seja f(x,y,2) = In(2* + y*> + 22 — 1). Determine:
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(a) Dy
(b) Im(f)

(c) superficies de nivel

2. Atemperatura em uma regido D do R? é dada por T'(x,y, 2) = /36 — 422 — 9y2 — 22
Determine:

(a) a regido D
(b) ImT
(c) o conjunto de pontos que possuem a mesma temperatura do que o ponto
(0,1,v/2)
(d) as isotermas
3. Se a voltagem V' no ponto P(z,y, z) é dada por
6
(% +4y? + 922)%

V:

Determine:
(a) dominio de V/
(b) ImV
(c) as equipotenciais
Respostas
1. (@) Dy:x?+y*+22>1
(b) Im(f) =R
(c) Sp:2®>+y?+22=1+¢€* k €R, esferas concéntricas de raio V1 + ¢F e

centro na origem.

d

w|N
o]

(a)

(b) ImT =10, 6]

(c) S5:4a?+9y*+22 =11

(d) So: L+ 42 =1, S5=1{(0,0,0)}, S :4a®+9y>+22 = 36—k,
0 < k < 6, elipsoides concéntricos de centro na origem.

DZ{(L%Z); A <1}
5

3. (a) Dy =R*—{(0,0,0)}
(b) ImV =0, +oo|

(c) Sp:a®+4y>+922 = 2—2, k > 0, elipsoides concéntricos de centro na origem.

@050
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Topologia em R"

Objetivos:

» Compreender a nocdo de bola aberta; identificar conjuntos abertos, fechados, lim-
itados e compactos.

» |dentificar se um conjunto é aberto ou fechado a partir do conjunto fronteira.

» Compreender a definicdo de pontos fronteira e pontos de acumulacio.

Definicdo 1: A bola aberta de centro P € R"™ e raio r > 0 é o conjunto dos pontos
X € R" cuja distancia ao ponto P é menor do que 7. Indicaremos por B,.(P). Assim,

B.(P) ={z e R";||lx — P|| <}

Quando n =1, a bola aberta B,.(P) de centro P e raio r na reta é o intervalo aberto
|P—r,P+rl

[E N)

Figure 35: Bola de centro PP e raio r > 0 em R

Quando n = 2, a bola aberta B,.(P) de centro P e raio 7 no plano R? é o disco
aberto. Se P = (a,b), entdo

B,(a,0) = {(z.y) € B%||(,9) — (a.0)]| = /e =) + (y = b < 1}

0

Figure 36: Bola de centro P e raio r > 0 em R?
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Quando n = 3, a bola aberta B,(P) de centro P = (a, b, c) e raio r no espaco R? é
a esfera aberta

B.(a,b,c) = {(x,y,z) ER%: V(r—a)2+(y—02+(z—c)2< r}

T

Figure 37: Bola de centro P e raio r > 0 em R?

Definicdo 2: Seja D C R". Dizemos que D é um conjunto aberto, se dado P € D
existir uma bola aberta B,.(P) C D.

Figure 38: Conjuntos abertos em R?

Os conjuntos (), R, R?, R3 e todas as bolas abertas s3o conjuntos abertos.

Definicdo 3: Seja FF C R™. Dizemos que F' é um conjunto fechado, se o complementar
dele D = R™\ F for aberto.

Observacao:

(I) Os conjuntos
B, (P) ={z e R |lz —pl| <7}

sdo fechados. Eles sao chamados de bolas fechadas.

m
i

Figure 39: Bola fechada em R

Page 45



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Figure 40: Bola fechada em R?

(I1) Os dnicos conjuntos em R™ abertos e fechados ao mesmo tempo sdo () e R™.

Definicdo 4: Seja D C R™. Um ponto P € R" (pertencente ou ndo a D) se diz ponto de
fronteira de D se toda bola B, (P) interseta a D e também a seu complementar R" \ D.
O conjunto formado por todos os pontos fronteira de D é chamado conjunto fronteira

de D e denotado por Fr(D).

aDc D aD ¢ D e —— 5
/ ’
pr< /
D \2) b,
¢ T 3\ 2 ’
] / /
] ol ! /! /7
P P / ’
/ /
LVENENENENENE eI !
P & ponto de fronteira de D P ¢ ponto de fronteira de D P ¢é ponto de fronteira de D
rebD rPeD PgD

Figure 41: Pontos fronteira

Observacao:

(I) Um conjunto é fechado se contem todos os pontos de sua fronteira. Por exemplo,
as bolas fechadas.

(I1) Se um conjunto contem pelo menos um ponto fronteira, entdo ndo é aberto. Por
exemplo, o intervalo |0, 1].
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LW

E wum conjunto fechado pois Nao é um conjunto fechado pois E um conjunto fechado pois

oD C D aD ¢ D ob D

Definicdo 5: Seja D C R"™. Dizemos que D é um conjunto limitado, se existir um raio
r > 0 tal que D C B,(0).

Dizemos que D é nao limitado se para qualquer r > Ry, existe algum ponto em D
que ndo pertence a B,.(0).

D D
E limitado. E limitado. E limitado. Nio é limitado.
Observacao:

(I) D também seria limitado se existir um raio r > 0 tal que D C {(x1,x2,...7,) €
R™ : |a;] <rVi=1,..,n}. Se n =2, esse conjunto seria um quadrado de lado
T,

(I1) As bolas abertas e as bolas fechadas s3o conjuntos limitados.

(I11) O conjunto da Figura 4 (esquerda) é limitado. Ja o conjunto da Figura 4 (direita)
é n3o limitado, pois para qualquer r > 3 sempre existird um ponto (0,7 + 1) fora
da bola B,(0).

Definicdo 6: Seja D C R"™. Dizemos que D é um conjunto compacto se for fechado e
limitado.

As bolas fechadas sdo compactas, as bolas abertas nao o sao.
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Figure 44: Conjuntos compactos (esquerda) e nao compactos (centro e direita)

Definicdo 7: Seja D C R"™. Dizemos que P € R™ (pertencente ou ndo a D) é um ponto
de acumulacdo de D (p.a.) se qualquer bola aberta centrada em P contém pelo menos
um ponto x € D, x # P.

Os extremos de um intervalo aberto em R sdo pontos de acumulacdo.

Exemplos
1. Os seguintes conjuntos sdo abertos:

(a) interior e exterior de uma elipse

Figure 45: Interior (esquerda) e exterior (direita) de uma elipse

(b) interior e exterior de um poligono

Figure 46: Interior (esquerda) e exterior (direita) de um poligono

(c) conjuntos definidos algebricamente por uma desigualdade. Por exemplo, 2 —
y? > 0 ou 22 — 92 < 0.
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Figure 47: Conjunto dado por 7> — y? > (0 (esquerda) e 2> — y* < 0 (direita)

(d) O conjunto B,(a,b,c)\ {(a,b,c)}

--------
- ~

< -
--------

Figure 48: Bola furada em R?

2. Os seguintes conjuntos sdo fechados:

(a) uma elipse

N | S

Figure 49: Elipse

(b) um poligono
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Figure 50: Poligono

(c) conjuntos definidos algebricamente por uma igualdade. Por exemplo, z? —
y?=0,22—y2<0,22—-92>04<22+92<9.

Figure 51: Conjuntos dados por 2°—y? = 0, 22—y?> < 0, 22—y?> > 0,4 < 22 +¢y* <9
(respectivamente de esquerda a direita)

3. Os conjuntos definidos por uma igualdade e uma desigualdade. Por exemplo,
4 < 22 + y? < 9 ndo sdo nem abertos nem fechados.

Figure 52: Conjuntos dados por 4 < 22 + 3> <9

4. (a) A fronteira de um intervalo (fechado, aberto, aberto por um lado e fechado
por o outro) estd formada pelos extremos: Fr(]P —r, P+ r[) = Fr([P —
r,P+r])=Fr(|JP—r,P+7r|)=Fr([P—r,P+r])={P—r,P+r}.
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) 1 E 13 1 E E| 1 el
F-R F F+R PR F F+R FP-R P F+R

Figure 53: intervalos limitados com mesma fronteira

(b) A fronteira das bolas abertas e das bolas fechadas em R? s3o circunferéncias:
Fr(B.(a,b)) = Fr(B.(a,b)) = {(z,y) €R* : (x—a)*+(y—0)* =r?}

Figure 54: Fronteira de bola aberta e de bola fechada em R*

(c) A fronteira das bolas abertas e das bolas fechadas em R s3o esferas: F'r(B,(a,b,c)) =
Fr(B,(a,b,¢)) = {(z,y,2) €R® : (x —a)’+ (y—b)*+ (z — ) =7}

:
"---u

/"“‘-—-___ﬂ

Figure 55: Fronteira de bola aberta e de bola fechada em R?

5. Seja D um intervalo aberto de R. Sejam P € D e Q,R ¢ D.

e

- )
P Q R (19

Figure 56: Pontos de acumulacao no interior e nos extremos do intervalo

Vemos que P € D éum p.a. de D, @Q ¢ D é também um p.a. de D, mas R ¢ D
ndao é um p.a. de D.

6. Seja D =|ay, c[U]cb].

Page 51



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Bu ==
[}
o

IR

Figure 57: Pontos de acumulacao em intervalos furados

Vemos que ¢ ¢ D é um p.a. de D.

7. O ponto (a,b) é de acumulacdo do conjunto B,.(a,b) \ {(a,b)}.

Figure 58: Ponto de acumulacdo da bola fechada furada em R?

8. Considere o conjunto D abaixo:

Figure 59: Pontos de acumulacdo em conjuntos fechados de R?

Temos que P, € D sdo p.a. de D e R¢ D n3do é p.a. de D.

9. Considere o conjunto D abaixo:
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S
[ J
——————
/” ~\\\
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ll p @ \
\
i o '
\ 5
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o 2
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Figure 60: Pontos de acumulacdo em conjuntos abertos de R*

Temos que P ¢ D éump.a. de D, Q€ Dépa, R¢ Dépa eS¢ Dnioé
p.a.

Exercicios

1. Esbocar e determinar se os seguintes conjuntos sdo abertos, fechados, limitados
e/ou compactos. Calcule os conjuntos fronteira.

() A={(z,y) eR* : zy #0}.

(b) B={(x,y) eR* : x>0,y >0}
(c) C={(x,y) eR? : y<1—2x?}.

(d) D={(z,y) eR* : 0<y<1—2?}
(e) E={(z,y) eR? : y>1—2?}.

(f) F={(z,y) eR* : 3<2®>+y* <9}
(g) G={(z,y) eR? : 5< 22 +94> <7}
(h) H={(z,y) e R* : 5<2?+4? < T}.

Respostas

1. (a) aberto, ndo fechado, n3o limitado e
ndo compacto. Fr(A) = {reta x =
0fU{retay =0} ={0} xR U R x
{0}
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(b)

n3o aberto, fechado, n3o limitado,
ndo compacto. Fr(B) = {0} x
[0, +00) U[0,4+00) x {0}.

aberto,ndo fechado, n3o limitado,
ndo compacto. Fr(C) = {(¢t,1 —
t?) : t e R}.

nao aberto, fechado, limitado, com-
pacto. Fr(D) = {(t,1—t*) : t€

n3o aberto, fechado, n3o limitado,
ndo compacto. Fr(E) = {(t,1 —
t*) 1 t e R}

aberto, n3o fechado, limitado, n3o
compacto. Fr(F) = {(z,y) € R?* :
> +y* = 3} U {(z,y) € R?

2 4+ y* =9}

n3o aberto, fechado, limitado, com-
pacto. Fr(G) = {(z,y) € R?

4
)

~

22 +y* = 5} U {(z,y) € R?
22+ y? =T}
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an)
/

(h) ndo aberto, ndo fechado, limitado,

ndo compacto. Fr(H) = {(z,y) € P
R : 22442 =5)U{(z,y) € R? : /

24+t =T}
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Conceito e propriedades de limites

Objetivos:
» Compreender a nocdo de limites; propriedades dos limites

» existéncia e unicidade do limite; limites por caminhos;

Sejam f: D C R" — R e P € R™ um ponto de acumulacdo de D. Dizemos que
o limite de f(X) quando X tende a P é o nimero L, e escrevemos

lim f(X)=L ou f(X)—L, se X—P

X—P

quando
[f(z) = L[ =0

m
[| X —P||—0

Se o limite existir, ele deve ser Gnico.

Observacdo: Para n =2, temos P = (a,b), X = (z,y). Entdo,

( l)m} b)f(x,y)zL ou f(z,y) =L, se (z,y)— (a,b)
z,y—)a,

quando

lim x,y)— L] =0

f JR PACHY) }Bl

Figure 61: Limite de uma funcio definida em R?

Page 56



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Isso significa que para cada bola aberta B; de centro L, existe uma bola aberta B,
de centro (a, b), tal que para todo (z,y) € By C D (exceto provavelmente (a,b)) tem-se

f(x,y) € By C Im(f).

Propriedades
Sejam )El_r;npf(X) = L, )EILnPg(X) =LyekelR

X—P
2. )Eiinp(kf(X)) =kL,
3. lim (£(X)-9(X) = L L
4. lim JX) _ L se Ly # 0.

X—=P g(X) N LQ’
5. Se h: R — R tal que lim h(u) = L, ent3o

u—L1

lim h(f(X)) = lim h(u) = L

X—P u—L1q

Limites por caminhos

Seja f: D CR" - Re P =(a,b) € R" um ponto de acumulacdo de D. Se existe o

limite )Eimpf(X) = L, X = (z,y), entdo o valor do limite ao longo de qualquer caminho
—

contido em D também é L, isto é,

lim = lim M = I,
(zyy)%(a,b) f(l.’ y> t—to f(a( )) )
ao longo de C

para qualquer curva C' C D parametrizada por o : R — R"™ e tal que ltlir{’l at) = P.
—to

Observacao:

(I) Temos o seguinte fato em célculo de uma variavel:

3lim f(z) = L+ 3 lim f(x) = lim f(z) = L

r—a r—a T—a

Portanto, se lim+ f(z) # lim = #lim f(z)

T—a

(I1) Temos o seguinte fato em célculo de varias variaveis:

3 lim r,y)=L< 3 lim x,y) = L,
(z,y)—(a,b) fz.y) (z,y)—(a,b) f@.y)
ao longo de C

para toda curva C' passando por (a,b).
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Portanto, se C e Cy sdo duas curvas passando por (a,b) tais que

lim z, lim z,y) =3 lim z,
(z,y)—(ab) f( v # (z,y)—(ab) fz.y) (z,y)—>(a,b) f( y>
ao longo de Cy ao longo de C2

(1) Se acharmos dois (ou trés ou mil) caminhos quaisquer C; e C; tais que

lim  f(z,y)= lim f(z,y)=L,
(z,y)—(asb) ( ) (z.y)—(asb) (@9)
ao longo de C; ao longo de Co

jamais poderemos dizer que ( l)lr‘rg b)f(x,y) = L, pois poderia se dar o caso de
x,y)—(a,
encontrar um outro caminho C'3 com ( l)lrrz ) f(z,y) # L. Ver Exemplo 7.
x,y)—(a,
ao longo de C3

Exemplos
1. Se f(z,y) = c (funcdo constante), entdo lim f(x,y)= Llim c=c¢
(z,y)—>(a,b) (z,y)—(ab)
2. Se f(x,y) =z, entdo lim z,y)= lim xz=a
f(@y) (z,y)—(ab) fz.y) (z,y)—(ab)

3. Se f(x,y) =y, entdo lim z,y) = lim =b
flxy) =y @,;,H(a,b)f( y) em Y

4. Seja f(z,y) =22y — 2’y +2 —y— 3. Calcule  lim  f(x,y)

(xvy)%(lv_l)
Solucao
Por propriedades de limite, temos
lim zy)= lim 22 —2y+r—y—3=
(x»y)*)(lvfl) f( y) (xry)*)(lvfl) y y y
= lim 2z — lim 2%+ lim 22— lim y— lim 3=
(xvy)ﬁ(lvfl) (:L',y)%(l,fl) (xvy)‘}(lfl) (x’y)*)(lvfl) (z7y)4)(1,1)

=2-1-(=1)*=1*(-1)+1—-(-1)=-3=2+1+1+1-3=2

z? +y? + 2P .
5. Sej = ————— Calcul lim .

€Ja f(xvya Z) 72— y2 1 alcule (@,,2)—(0,0,1) f(xv Y Z)
Solucao

. 04+0+1

lim = ———=-1,j3 limite do d inador n3
(x?yyz)ﬁ(w’l)f(a:,y,z) 0011 j& que o limite do denominador n3o se
anula.

. sen
6. Calcule lim ﬂ
(z,y)—(0,0) Ty
Solucao
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N3o podemos aplicar nenhuma propriedade, pois( l)lrrz )q:y = 0. Ent3o, facamos
z,y)—(0,0

u = zxy. Como (z,y) — (0,0), entdo u — 0. Logo

. sen .. sen

lim sen (zy) = lim () =1
(@y)—(00) Y u=0

7. Seja f a funcdo definida por f(x,y) = mf—i!yZ'

(a) Calcule o limite de f(z,y) quando (x,y) tende a (0,0) ao longo de cada um
dos seguintes caminhos:
(i) eixo dos z; (ii) eixo dos y; (iii) da reta y = .

(b) Existe lim  f(x,y)? Em caso afirmativo, qual o seu valor?

(z,y)—(0,0)
Solucao
? t-0
lim = lim f(t,0) = lim —— =0
(z,y)—(a,b) f(@y) t—0 f(t,0) = =0 12 4 (2
ao longo do eixo =
i : 0-¢
lim =lim f(0,¢) = lim —— =0
(2,y)—(a,b) f(x’ y) t—0 f( ’ ) t—0 02 + ¢2

ao longo do eixo y

. t-t 21
lim =limftt)=lm—o—s=— ==
(z,y)—(a,b) f@.y) t—0 f(t:1) t=0 12+ 2 212 2
ao longo da reta y=x
(b) Observe que o limite ao longo dos eixos é 0, pelo que alguém poderia

pensar que o “ l)lrrg f(z,y) =0 e estaria errado. Pois o limite ao
7y

longo daretay =« da 5- Nao adianta calcular o limite ao longo de um
milhdo de caminhos, sempre pode (o n3o) existir um outro caminho com
limite diferente. Se ligue!!

Exercicios

1. Seja f a funcdo definida por f(z,y) = —izlzj

(a) Calcule o limite de f(x,y) quando (z,y) tende a (0,0) ao longo de cada um
dos seguintes caminhos:
(i) eixo dos z; (ii) eixo dos y; (iii) da reta y = x.

(b) Existe lim  f(x,y)? Em caso afirmativo, qual o seu valor?
(2,y)—(0,0)

2. Calcule, se possivel, os seguintes limites:

. tan (22 + y2 + 22
(a) lim (.I' +y + =z )
(2,9,2)—(0,00) X2+ Y% + 22
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(b) lim ——1
(2,9)—=(0,0) /22 + y?

2y

C lim
()mwmmﬂ+%

2, .2
(d) lim vy
(zy)=(00) /22 + 92+ 1—1
© lim (z4+y+2z—3)°
(@,y,2)=(2,1,0) 23(x — 2)(y — 1)

f lim 24y In (322 + 32
()(x,y)L(O,O)(z +9%) In (327 + 3y°)

) In(1 sen
lim (1 +xy)senxy
(z,9)—(0,0) Ty
. sen (2x) tan
() tim SeN(20)tan (@)
(z,y)—(0,0) ey

2 _ .2
() lim —Y
(2.9)—=(0,0) /22 + 2

x?sen?zx
m _—
(zy)—(00) 24 y*

2 2
k) lim Z1Y
(z,y)—=(0,0) =+ Yy

Respostas

1. (a) (i) 1; (i) —1; (iii) O

b

(a)
(b)
2. (a) 1 (d) 2 (g) 0
(b)
(c)

nao existe

b

C

ndo existe (e) ndo existe (h) 2
ndo existe (f) O (i) 0

(4) 0

(k) n3o existe

@080
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Calculo de limites. Continuidade

Objetivos:
= teorema do confronto; teorema do anulamento;
= coordenadas polares; coordenadas esféricas;

= continuidade

Teorema do Confronto: Seja (a,b) um ponto de acumulacdo de D. Se

flx,y) < g(z,y) < h(z,y) em By(a,b) ese lim f(z,y) = Llim h(z,y) =L,
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

entio lim z,y) = L.
(z,y)—(a,b) 9(@.)
Teorema do Anulamento: Seja (a,b) um ponto de acumulacdo de D. Se

( l)m} b)f(:c,y) = 0eg(z,y) élimitada em B,(a,b), isto é, se |g(x,y)| < M, V(z,y) €
x,y)—(a,

B.(a,b), entdo  lim  f(z,y)g(z,y) = 0.
(z,y)—=(a,b)

Observacao

(I) O Teorema do confronto e o Teorema do anulamento sdo vélidos em qualquer
dimensao.

(M lm f(z,y)=0 < lim |f(z,y)| = 0. Vélido em qualquer dimen-
(@,y)—(ab) (@,y)—(a,b)
sdo.

(II1) No caso de funcdes de duas variaveis, podemos calcular o limite passando a coor-
denadas polares
xr=pcosh y=psend,

onde p >0 e 6 € [0,27]. Por exemplo:

lim ycos(2®+4?) = limpsendcos (p®) =0,
(x,y)—(0,0) p—0

pois |psen f cos (p?)| < p para todo 6.

(IV) No caso de fungdes de trés variaveis, podemos calcular o limite passando a coor-
denadas esféricas

xr=pCOSpCOSH y=pcospsend z=psenao,
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onde p >0, ¢ € [0,7] e 6 € [0,27]. Por exemplo:

lim ryz

——  _ —limpcos®¢psengcoshsend =0,
(2,9,2)—(0,0,0) T2 + y? + 22 p~>0p ¢ ¢

pois |p cos? g sen ¢ cosdsend| < p para todo 6, ¢.

Continuidade: Sejam f: D C R®* — R e P € D um ponto de acumulacdo de D.
Dizemos que f é continua em P se

lim f(X) = f(P)

X—P

Se f for continua em todos os pontos de um aberto A C D, dizemos que f é con-
tinua em A.

Se f for continua em todos os pontos do dominio D, dizemos que f é continua.

Propriedades: Sejam f,g : D C R" — R continuas em P € D. Entdo as seguintes
funcGes também sdo continuas em P:

(@) f+g
(b) f-g

(c) 5 desde que g(P) # 0

Observacdes:

(I) Uma funcdo polinomial de duas variaveis é uma soma de termos da forma cz"y™,
com ¢ € R, inteiros n3o negativos. Portanto, usando propriedades de funcoes
continuas, segue que toda funcdo polinomial é continua em R2.

(I1) Analogamente, as funcdes polinomiais de n varidveis sdo continuas em R™.
(I1) Uma funcido racional é o quociente de duas fun¢des polinomiais. Portanto, toda

funcdo racional é continua nos pontos onde o denominador ndo se anula, isto ¢,
em seu dominio.

Teorema: Sejam f: D CR*" — Reg: E CR — R, tais que Im(f) C E. Se f for
continua em P e g continua em f(P), entdo a composta h = g o f é continua em P.
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h=gof:DCR"—=R
Figure 62: Continuidade da funcao composta

Exemplos

. 1
1. Calcule lim zsen ——, Se existir.
(=,9)—(0,0) e +y

Solucao: Temos

1
0< l’senm = |$||Senm | < |l‘|
<1
Como Llim |z]=0= Llim 0, entdo pelo Teorema do Confronto, temos
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
lim ):csen —+—5| =0, donde lim zsen——— =0
x2+y2 (:c,y)—)(0,0) x2 + y2
"
2. Calcule Llim ———, Se existir.
(z,9)—(0,0) T* + Y
2
Solugdo: Temos que 0 < y* < y® + 2%, pelo que |———| < 1. Alias,
y* +a?
lim y =0, entdo pelo Teorema do Anulamento,
(z,y)—(0,0)
Y’ : y

lim ——— = lim A
@)=00) T2 +12  @w)-00) 2 + 32

3. Calcule lim yln(2® +4?), se existir.
(2,y)—(0,0)

Solucdo: lim yln(2®+¢?) = limpsendln(p?) = 0, pois
(z,y)—(0,0) p—0

|psendln (p*)] < pln(p?)
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e lim,_pln(p?) = 0 aplicando L'Hopital.

4. Seja f(x,y) continua, entdo  sen(f(z,vy)), n(f(z,v)), f(x,y) sdo funcdes
continuas.
222y
. —_— 0,0
5. Seja f(v,y) = 322+ 32’ (z,y) 7 (0,0) :
0, (z,y)=(0,0)
Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f.

Solucdo: Observemos que D; = R?. Por propriedades de continuidade, segue

que f é continua em (x,y) # (0,0). Ora, Vimos na Aula 4, Exemplo 4, que
lim f(xz,y) =0. Logo, f é continua em R

(z,y)—(0,0)

6. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f(z,y) = ln xﬁ—:f;{z

Solucdo: O dominio de f é determinado pela desigualdade % >0, (z,y)#
(0,0), donde = > y. Entdo, Dy = {(z,y) € R*z >y}

y

A funcdo f é a composta das funcdes h(u) = Ilnu e g(z,y) = 57%5. Como
9(x,y) = 52747 € continua em Dy por ser racional e h(u) = Inu ¢ continua em

R por ser logaritmica, entdo a composta f = h o g é continua em Dy.

7. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de

2?2+ y2+1, ,sea?+9y?<4
f(x7y>:{ 0 ser_i_ 2 4
) y" >
Solucdo: Temos Dy = Dy UDyUC, onde Dy : a2 +y* >4, Dy 2? +y? <4 e
C:2*+y* =4
Temos:

i f é continua em Dy, pois f(x,y) = 0 (funcdo constante) em Dj;
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i f é continua em Dy, pois f(z,y) é uma funcdo polinomial em Ds;
i Temos f(z,y) =2>+y?+1=4+1=25em C. Seja (a,b) € C.

Entdo ( l)lrrg )f(w,y) =5 ao longo de C. Seja ('} uma curva passando por
z,y)—(a,b
(a,b) e contida em D;. Logo, ( l)lrrg )f(x,y) = 0 # 5, ao longo de (.
z,y)—(a,b
Assim, f ndo é continua em C' e portanto, o conjunto de continuidade de f

é DyUDy =R~ {(z,y); 2% + y* = 4}.

C1
D,
R S
B ~
e S
2
/,

~o _

Exercicios
1. Calcule, se possivel, os seguintes limites:
2
) lm —
(2.9)—=(0,0) /22 + 12
3% — 202 4 3y’ — 20
(b) lim x Y + oy x Y
(2,5)—(0,0) x? 4+ y?
z3
(c) lim e+
(z,9)—(0,0)
(d) lim arccos
(z,y)—(1,1) T + Y
2, .2
(e) Llim sec @+ y)
(z,9)—(0,0) vei+yr+1-1
() | r?sen’y
(2.9)>(00) T2+ y*
. 2% — ¢
lim ———=—, por coordenadas polares.
(z,9)—=(0,0) /22 + 12
Yy
. sen (2% + y* + 22
(h) lim ° (2" +y +z ) por coordenadas esféricas.
(2.9,5)2(000) T2+ y2 + 22
. arctan
2. Sabendo que: 1 — xsg—yz < M < 1. Calcule lim arctan (zy)
v (,)—(0,0) Ty
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Ty
5, 9 ; 07 0
3. A funcdo f(z,y) =< 22 +y? (@) # (0,0) é continua em (0,0)?
0, (z,9)=1(0,0)
sen (zy)
4. A funcio f(z,y) = vy (z,y) # (0,0) é continua em (0,0)?
0 , (z,9)=(0,0)

5. Determine o conjunto dos pontos de continuidade de

(a) fla.y) = ln 222

(b) f($7y>: y_%

6. Discuta a continuidade das funcoes abaixo:

(b)  flz,y) = se (z,y) # (0,0);  f(0,0) =2

B y* + 322y? 4 2ya?
(22 +12)°

(c) f(z,y) , (z,y) # (0,0); £(0,0) =0

1
(d) fo,y) = e 71, se a® +y* < 1; f(z,y) =0, se 2 + ¢ > 1.
7. Calcule o valor de k para que a funcdo dada seja continua em (0,0) :

(a) f(z,y) = (2* +y*)sen ., (z,y) # (0,0) e f(0,0) =k
(b) f(2,9) = L (w.9) # (0,0) € (0,0) =k — 4.

Respostas
1. ()0 5. (a) (z,y) ERY, y<z, x#—y
(b) O
(c) 1
(d) 7/3
(e) 1
(f) o
(g) 0
(h) 0
2. 1.
3. Nao (b) {(xy) €RZy > 1 2> 0 ou
4. Nao y < % x <0

Page 66



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

(b) E em R?

L | (c) N3o é em (0,0)
\\, (d) E em R?

(a)
6. (a) Ndo éem (0,0) (b) k=14

@lecel
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Derivadas Parciais

Objetivos:
» definicao e interpretacdo geométrica das derivadas parciais;
» calculo das derivadas parciais;

» derivada parcial como taxa de variacao;

Seja f : D C R? — R uma funcdo definida no conjunto aberto D C R2. Seja
(a,b) € D.

‘o I Rrecr— Fa,)

o~
L

Figure 65: Segmento intersecao C, : y=0b,x € [

Fixando y = b, obtemos o segmento intersecao C; : y = b,x € I. A funcao
g(x) = f(x,b),z € I, é bem definida em C;. A derivada de g em = = a seria dada por

ou equivalentemente,

o) — lim @) = 0(0) _ g f) — o)

r—a r —a T—a T — a

se existir o limite. Essa derivada é dita derivada parcial de f em relacdo a x no ponto
(a,b) é indicada por:

%(aa b) ou f(a,b) ou %(a,b) ou z,(a,b).
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Ent3o, definiremos a derivada parcial de f em relacdo a = no ponto (a,b) como
sendo:

af _ _ f(a+h7b)_f(a>b)
%(a,b)—fx(a,b)—kl_rg h
ou equivalentemente,

OF (a,5) = fu(a,) = lim L& = (@ b),

or T—a r—a

se o limite existir. Caso contrério diremos que a derivada parcial n3o existe.

Analogamente, definimos a derivada parcial de f em relacdo a y, no ponto (a,b), por

5 D) . b+ k) — b
8_£ (a,b) = f,(a,b) = a—Z(a,b) = zy(a,b) = ilcl_% f(a,b+ ]3: f(a,b)
ou equivalentemente,
0 0 i y) — Jla,b
a_i (a,b) = f,(a,b) = a_;(a,b) = zy(a,b) = @l,'_r]?, fla y; = IJ;(a ),

se o limite existir. Caso contrério diremos que a derivada parcial nao existe.

« - 0 : -
Interpretacao geométrica de a—f(a, b): Geometricamente, estamos fazendo a restricdo de
x

f sobre a reta y = b e olhando para a curva correspondente f(C}), sobre o grafico de

. . 4 . .
f. Dessa maneira, o nlmero a—f(a,b) = ¢'(a) é o coeficiente angular da reta tangente
T

a curva f(Cy) no ponto (a,b, f(a,b)). Isto é g(a,b) =tana.
€T

« - 0 : 0 ) :

Interpretacdo geométrica de a—f(a, b): Geometricamente, temos que 8—f(a, b) é o coefi-
Y

ciente angular da reta tangente a curva f(C3) obtida como a interse¢do do GGy com o

plano = = a, no ponto (a,b, f(a,b)). Isto é, ?(a,b) =tang.
Yy

— e ——— - —

-

*****
........
- -
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Derivadas parciais como taxas de variacdo: Como f,(a,b) € a inclinacdo da reta tangente
a curva f(Cy) no ponto (a,b, f(a,b)), também pode ser interpretada como a taxa de
variacdo da funcdo f em relacdo a = no ponto (a,b) (ao longo da curva C1).

Com efeito, f.(a,b) é a taxa de variacdo instantanea da funcdo g(x) = f(x,b), x € I,
no ponto x = a. Como tal, ela pode ser aproximada por taxas de variacao médias:

fx(a,b)%% f(CL—Fhla}lZi_f(a,b) +f((1,+h2,;2—f(a’b) |

coma-+h; <a<a-+ hs.

Analogamente, f,(a,b) é a taxa de varia¢do da funcdo f em relagdo a y no ponto
(a,b) (ao longo da curva C3). Como tal, ela pode ser aproximada por taxas de variagdo
médias:

1 [fla,b+ k) — f(a,b)  fla,b+ ko) — f(a,b)

b) ~ =
fy(aa ) kl + ]{32 )

[\]

comb+k; <b<b+ k.

Regra pratica para calcular as parciais: Para calcular %(m, y), faz-se y constante e deriva-
se f em relacdo a x e para calcular g—z(x, y), faz-se x constante e deriva-se f em relacdo
avy.

0 0
Por exemplo, se f(z,y) = z3y?, entdo —f(x, y) = 32y? e —f(x,y) = 2ya3.

ox y

Derivadas parciais de funcdes de trés varidveis: Sejam f: D C R* — R, D aberto, e
(a,b,c) € D. Definimos:

af fla+ Az, b,c) — f(a,b,c)

%(a, b,c) = AlLTo Ay , se o limite existir.
A _

g(a,b, c)= lim fla,b+ Ay, c) = fla,b C), se o limite existir.

dy Ay—0 Ay
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%(a,b,c): lim fla,b,c+ Az) — f(a,b,c)

Az—0 Az

, se o limite existir.

Na hora de caIcuIar L faz-se z e y constantes e deriva-se f em relac3o a z. Analoga-

mente para calcular f e a£

Exemplos
: B of 0 N
1. Seja f(z,y) = x. Calcule £(I,y) e a—y(m,y) pela definicdo.
Solucao
of B fle+hy) —fle,y) . x+h—x . h . B
Gt = fim [ I i TS i i <
af(x,y):llmﬂ YR = @Y i imo =0

a_y k—0 k k—0 k k—0

2. Seja f(z,y) =y. Calcule gf( ,Y) € gf (x,y) pela definicio.

Solucao

o o) = i FEEERE ) i L2 — o o

%wwwg“yM>“>—m@%ﬁ—m%wm—l
3. Seja f(x,y) = 2zy — 3y. Calcule

@) 5Lwy)

() 5o (o)

© Za

(@) 51D,

Solucao

(a) Mantendo y constante e derivando em relacdo a x, temos

of . . ) o
%(:c,y)—a—x(%y—%)—ax(%y) ax(By)—2y 0=2y

(b) Mantendo x constante e derivando em relac3o a y, temos:

0 0 0
=—(x,y) = a—y(‘z?xy —3y) = ay(%y) - a—y(By) =2 -3
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Of N — 2 entio 2 (1. 1) =
(c) Como %(x,y) = 2y, para todo (z,y) € R, entdo 83:(1’ 1) =2.

(d) Como g(m,y) = 2z — 3, para todo (z,y) € R?, entdo g(—l, 1) = —5.
dy y
4. Calcule as derivadas parciais de z = 2% In (22 + ?).
Solucao

Mantendo y constante e usando regras de derivacdo para as funcdes de uma var-
e /
idvel, como (Inu)" = *, temos

% = a% (z%) In (2% + y2)+x2(% In (2% +y?) =2z ln (2* + y2)+x2-w =
=2zln (2* +y°) +2° - % =2zln (2* + y*) + m22f—3y2
Analogamente, mantendo x constante, temos
g—; = 332(% In (2% + y*) = 2* - 6%;%232) =a2*- ;1:224?:342 = x?fzﬁ

5. Calcule a equacao da reta tangente a curva de intersecdo do paraboloide z =
222 + 3y? e o plano x = 1 no ponto (1,2, 14).

Solucdo Observe que o ponto (1,2,14) pertence a intersecdo de Gy e o plano

- 0
x = 1. Portanto, o coeficiente angular da reta tangente sera a—f(l, 2) = 6y|a2 =
Y

6 -2 =12. Logo, a equacdo da reta tangente é:

z=14+12(y — 2)
r=1

6. Calcule a equac3o da reta tangente a curva de intersecdo da superficie 22 +y>+22 =
5 e o plano y = 0 no ponto (2,0, —1).

Solucdo Como a terceira coordenada do ponto (2,0, —1) é negativa, consider-

aremos a funcdo f(z,y) = —y/5 — 22 — y2. O ponto (2,0, —1) pertence a inter-

secao de Gy e o plano y = 0, portanto, o coeficiente angular da reta tangente sera

0 —2x
/ = 2. Logo, a equacdo da reta tangente é:

ZL(2,0) = —
o 2VE =2 =15y
{z: —1+2(z—2)

y=0
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7. De acordo com a lei dos gases ideais, a pressao esta relacionada com a temperatura
e o volume de um gas. Suponha que o volume V' seja medido em litros (I) e a
temperatura T seja medida em kelvins (K). Use a tabela a seguir para:

Temperatura K°

Volume L

Figure 68: Tabela lei dos gases ideais

(a) obter uma estimativa da taxa de variacdo instantanea da pressdo em relacdo
a temperatura se a temperatura for 50 K e o volume permanecer constante
em 60 I;

(b) obter uma estimativa da taxa de variacdo instantdnea da pressdo em relagcdo
ao volume se a temperatura permanecer constante a 30 K e o volume for 40
I

(c) A pressdo aumenta ou diminui em relacdo a temperatura? E em relacdo ao
volume?

Solucao

3P T P<TO + h7 %)
(a) Dado que a—T(TO, Vo) = }lll_rg —
timada considerando a média das taxas de variacdo média com, por exemplo,

hi1 =20 e hy = —20. Com efeito,

, a taxa de variacao pode ser es-

P 1 (P(50 +20,60) — P(50,60)  P(50 — 20,60) — P(50,60)\
ar 0060~ 5 ( 20 * —20 B
1 /23.33-16.67 10—16.67)\ 1
== ( 50 — ) = 5(033+033) =033

P(Ty, Vo +h
um M, a taxa de variacdo considerada
_)

pode ser estimada considerando a média das taxas de variacdo média com,
por exemplo, h; = 20 e ho = —20. Com efeito,

oP .
(b) Dado que W(TO’ Vo) = lim

P 1 / P(30.40 + 20) — P(30.40)  P(30.40 — 20) — P(30. 4
3_(30740)%_< (30,40 + ;)()) (30.40) | P(30,40 _02)0 (30, o>>:

v 2
1/10-15 30— 15 1
== ( n )> = 2(=0.25 + (—0.75)) = —0.50

20 —20 2
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P
(c) Como —(50,60) > 0, a pressdo aumenta em relacdo a temperatura quando

orT

o volume é constante V' = 60 e a temperatura pega o valor de 50K. Ja em
relacdo ao volume quando a temperatura é constante a 7' = 30 e o volume

oprP
pega o valor de 40L a pressdo diminui, pois W(?)OAO) < 0.

Observamos que, segundo os dados da tabela, quando afixamos o volume e
percorremos os valores da temperatura a pressao sempre aumenta. Porem, se
fixamos a temperatura e percorremos os valores do volume, a pressao diminui.

3

8. Seja f(x,y) = ,se (z,y) # (0,0) e f(z,y) =0, se (z,y) = (0,0). Calcule

x2 + y?

Solucao

Nos pontos (z,y) # (0,0), aplicamos regras de derivacdo. Entdo,

of —y? -2z —2zy3

—(x,y) — 2 N2 (2 22

O (22 492" (22 +y?)
5’f( ) 3P (2 +yh) —yP -2y 32y + 3yt — 2yt 3y + ot
-\, Y) = — ==
dy (22 +42)° (a2 +y2)? (a2 +42)°

Em (z,y) = (0,0), usamos a definicdo. Temos

of o fO+h0)—f0,0) . 0-0 .
9700 = [im n =M= —imo=0
of e 0,04 k) = (0,00 . E-0 ok
g, 00 =im k —Him g S imy =Ml =1

Portanto, temos

Ox 0, (x,y)=(0,0)

of ,y):{ I (2,9) #(0,0)

g(%y):{ e, (2,9) # (0,0)

—(z
Ay L, (z,y) = (0,0)
. Tyt of of
9. Seja f(x,y,2) = g(t)dt, onde ¢(3) = 4. Calcule ==(1,1,1), =—(1,1,1)
0 ox dy
of
e 5-(L1,1),
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Solucao

Aqui, usaremos a seguinte aplicacdo do Teorema Fundamental do Calculo: " Se

o)
Flz) = / F(#)dt, entso F'(z) = f(a(z)) - o (z)"

Logo,
8f( _ 2 n 0 2 4 _ 2 4.1 — 2 4
%x,y,z)—g(x—i-y +z)a—x(a:+y +2 ) =g+’ +2)1=g(@+y +2"
Assim,
g(111)— (1+1+1)=g(3)=4
81’ - _g _g -
Temos,
of 5 a0 2, .4 2 | A
a—y(x,y,z):g(aﬁ+y +z)a—y(x+y +2Y) =g (z+y°+2) 2y,
donde a—f(l, 1,1)=¢(3)-2=28.
dy
Temos,
of

a(w,z)=g(m+y2+z4)%(:ﬂ+y2+z4) =g (z+y*+2") - 42°,

donde 8—f(l, 1,1)=¢(3)-4=16
0z

10. Seja ¢ : R — R uma funcio diferencidvel e seja f(z,y) = (2> +9%) ¢ (%)

Mostre que x?—i + yg—]yf =2f.
Solucao
Temos
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Somando as duas expressdes das parciais, temos
0 x
:c—f+y—§ =2(x2+y2)¢(§) =2f

como queriamos mostrar.

11. Seja f : R — R diferencidvel e seja g dada por g(x,y,z) = f(r), onde r =
|(x,y,2)||. Verifique

dg 99  dg _ .,
o V3, T, T
Solucao
Temos
g(x,y,2) = flr),r = /22 + 42 + 22
Entao,
dg or 2 e
o ) or )Qm—f(r)r
0g_ y 07‘_ , 2y R
ay—f(r) ay—f(r Nt (r)=
ag / 87’_ , 22 B . p
5, = J ()5 =f(r N (r)-
ag ag 89_ , x2 , y2 ) 2,'2
a%—l—yayﬂL 3 —f(r)r +f(r)r -|-f(r)r
2+ y* + 22 2
F T = ) =)

Como queriamos verificar.

Exercicios

1. Determine as derivadas parciais da funcao:

(a) f(z,y)= V2> +y>+3
(b) f(z,y) = arctan ¥

() flayy) = [% e dt
(@) 2 =1n (2 + /a2 +3?)
(e) w=axe*¥?
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2. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do vento v e do tempo
t durante o qual o vento se manteve naquela intensidade. Os valores da funcao
h = f(v,t) sdo apresentados na seguinte tabela.

Duragdo (horas)

0.6 0.6 0.6 0.6 0,6 0.6 0,6

12 1.3 1.5 1.5 1.5 1.6 1.6

1.5 22 24 2,5 27 28 2,8

2,8 4,0 4,9 5.2 5.5 5.8 5.9

4,3 6,4 7.7 8,6 9.5 101 10,2

Velocidade do vento (km/h)

5.8 8.9 11,0 12,2 13,8 14,7 15,3

7.4 11,3 4.4 16,6 19.0 20,5 211

(a) segundo a tabela, a qual taxa (estimada) varia a altura das ondas em relagdo
a velocidade do vento quando dita velocidade é de 30 km/h e sabendo que o
vento se mantém na mesma intensidade por um tempo de 20 horas? Justifique
a resposta.

(b) segundo a tabela, a qual taxa (estimada) varia a altura das ondas em relaco
ao tempo no qual o vento se mantém na mesma intensidade se dito tempo
é de 20 horas e sabendo que a velocidade do vento permanece constante a
30 km/h? Justifique a resposta.

(c) nas condi¢des do item (a) e (b), a altura das ondas aumenta o diminui em
relacdo ao tempo? E em relacdo a velocidade do vento? Justifique a resposta.

3. Use as derivadas parciais para encontrar, se possivel, a equacio da reta tangente
2
a curva intersecdo do plano x = 7 com a superficie z = . nos pontos
Y+ COSx
P(m,2,4), Q(2m,1,1) e R(m,0,1).

4. Seja z = f (2> —4?), onde f(u) é uma funcdo diferencidvel de uma varidvel.
Verifique que
0z 0z

5. Seja f(x,y) = 23y* — 62y + ¢(y). Determine uma funcdo ¢, de modo que

of _ y
. 5xy°
6. Seja f(z,y) = PENR R (z,y) # (0,0) e f(z,y) =0se (z,y) = (0,0). Calcule
0 0 0
0.2 -gha+ Fao - oo,
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7. Seja f(z,y) oy (x,y) # (0,0) e f(0,0) = 0. Determine 6)f(O 0) e
3 €T = -, x, , 5 — . | e 3
! Y 2+ y? Y ox
of
—(0,0
ay( Y )
x? :
8 Se.Ja f(l‘ay) = ma(may) 7é (070)' f<x7y) =0, (x,y) = (070) Determine
of of
ox' Oy’
Respostas
1 (a) ﬂ = —IQ ﬂ = 2y
(b) fo = wto fy =
(c) % = 2z, g—g = 2ye*y4
0z _ 1 9z _ y
(d) ox \/W, oy mQ—i-yQ—i-z\/ﬂﬁy2
(e) g—“ﬂ: = (1+x)e" V77, g—“yJ = —ge¥TVTF, g—‘: = —get Y3
2. (a) 0,095 km/h
(b) 0 km/h?
(c) Aumenta em relacdo ao tempo e permanece constante em relacdo a veloci-
dade do vento.
L 2=8—-2y . _
3. A reta tangente no ponto P é e nao existe nos pontos Q e R.
rT=m
af __ of _ of _
5. ¢(y) =3 In(1+4°)
12
6. %
7. 0;—1
225 + 4x3y? —2zty
0 — (=, 0,0) 0 ——, (z, 0,0
o L= e O0FO0 Uy L Gy GV7 00
0, ($ay) = (070) 0 ,(:v,y) = (070)

@050
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@080

Diferenciabilidade. Plano tangente.

Objetivos:
» diferenciabilidade de uma funcdo de duas ou trés variaveis;
= funcdes de classe C'; condicio suficiente para uma funcio ser diferenciavel;

» equacdes cartesianas do plano tangente ao grafico da funcao em um ponto;

» equacOes paramétricas da reta normal ao grafico da funcao em um ponto;

Diferenciabilidade: Lembrando o conceito de diferenciabilidade em funcGes de uma var-
iavel.

Sejam f: D C R — R definida no aberto D C R e a € D um ponto no dominio.
Dizemos que f é diferenciavel em a se o seguinte limite existir

iy e (@t h) — f(a)
f@) = fim ==
Temos, portanto

im L0 1) = f(@)

i PG = 0 i [LOE R o] o
P A Gt et O e I CO T IR O Y
h—0 h h—0 h

Onde,
e(h) = fla+h) = f(a) = f'(a)h
Essa definicdo sugere a seguinte definicao de diferenciabilidade para funcGes de duas
variaveis.
Definicdo 1: Seja f : D C R?> — R definida no aberto D C R?. Seja (a,b) € D.

0 0
Dizemos que f é diferencidvel em (a,b) se existirem —f(a, b), a—‘;(a, b), tais que

. e (h,k)
lim =0,
(hk)=(0.0) || (R, K]

onde

e(h,k)=fla+h,b+k)— f(a,b) — %(a, b)h — %(a,b)k.
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Definicdo 2: Dizemos que f : D C R?> — R é diferenciavel no aberto A C D se for

diferenciavel em todos os pontos (a,b) € A. Em particular, dizemos que f é diferenciavel
se for diferenciavel no dominio aberto D.

Exemplo: Mostre que f(z,y) = zy é diferencidvel em R

: : of of
2 — —_— —_—
Com efeito, seja (a,b) € R?, temos o (a,b) = b, 2y (a,b) = a. Portanto,
_ _ _of _9 _
e k) = flat hob k) = Fab) = 5o (a,b)h = 5 (a,b)k =

= (a+ h)(b+ k) — ab — bh — ak = ab + ak + bh + hk — ab — bh — ak = hk

Donde
e(h, k) hk k

R - Ve Ve

Temos

, k | k| Valis h% + k2
im h=0 e | |= = h2+k2— R

(h.k)=(0,0) VIR VREt R VRt R h2 + k2

. h,k
Entdo, pelo teorema do anulamento, temos lim e ) = 0 Portanto,

(hok)—(0,0) | | (h, k)] |
f(x,y) = zy é diferencidvel em (a,b) € R?. Como (a,b) é arbitrario, segue que f é
diferenciavel em R2.

Propriedades: Sejam f,g: D C R™ — R diferencidveis em P € D. Ent3o as seguintes
funcoes também s3o diferenciaveis em P:

(@) f£yg
(b) f-g

(c) g desde que g(P) # 0

Exemplo:
(1) As funcBes polinomiais sdo diferenciaveis em R”".

(I1) As funcdes racionais sdo diferencidveis no dominio delas (isto é, onde o denomi-
nador n3o se anula).

Teorema 1: Se f é diferenciavel em (a,b) = f, entdo f é continua em (a,b).

Teorema 2: Sejam f : D C R* — R definida no aberto D C R? e (a,b) € D. Se
of 0
existirem 2 e 2 em um aberto contendo (a,b) e forem continuas em (a, b), entdo f

Jor 0Oy
é diferenciavel (a,b).
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Definicdo 2: Dizemos que f é de classe C'!' no aberto A C D se as funcdes g—f e gf
€z Y
forem continuas em todos os pontos (a,b) € A.
Observacdes:
1. O limite da Definicao 1 é equivalente a
of of
f(x,y) - f(avb) - —(CL,b)([E - CL) - _(a7b>(y - b)
lim O % =0
(0)0e) V= ar Ty 0P
ea
0 0]
fla+ Az, b+ Ay) — f(a,b) — 8_£< ,b)Ax — 3£< ,b)Ay
lim =0
(Az,Ay)=(0,0) V(Az)? + (Ay)?

2. Se uma das derivadas parciais n3o existir em (a,b), entdo f n3o é diferencidvel em

(a,b).
of g ( k) ) e(h, k) .
3. Se EIa (a,b), 8y(a,b)e( m00) Tl # 0 ouse 3 hkl)mo,o)||(h,k)ﬂ'entao

h,k)—
f n3o é diferenciavel em (a,b).

e(h,k)
lim ———=
(hk)=>0.0) || (h, k)]

ao longo de Ch
ou ndo existir, entdo f ndo é diferenciavel em (a,b).

4. Em particular, se para algum caminho C', for diferente de zero

5. f ndo é continua em (a,b) = f ndo é diferenciavel em (a,b).

6. Se f: D C R? — R, D aberto, for de classe C! em D, entdo f é diferenciavel
(em todo o dominio D).

Plano tangente e Reta normal: Seja f : D C R? — R, definida no aberto D C R? e
diferencidvel em (a,b) € D.

O plano de equacado

o= fah) = L - o+ F @b -0

é denominado plano tangente ao Gy, grafico de f, no ponto (a,b, f(a,b)).
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Reta normal

Plano Tangente t'

(x.y.2)

¥ (a:8;f(a, b))

s = Ha,b)

/1

Da equacdo do plano temos que

of of
5, @ 0@ —a)+ a—y(a,b)(y —a)— (2~ f(a,b)) =0

L (an),

o Ox

af((%b), —1);(x —a,y—"b,z— f(a,b)) = 0

vetor do plano tangente

- 0 0
Logo, N = (—f(a, b), a—f(a, b), —1) é um vetor normal ao plano tangente no ponto
Yy

ox
(a,b, f(a,b)).

A reta que passa por (a,b, f(a,b)) e é paralela ao vetor N ¢é dita reta normal ao
grafico de f no ponto (a,b, f(a,b)). A equacdo paramétrica da reta normal é:

(z,y,2) — (a,b, f(a,b)) = A (%(a,b), %(a, b), —1) ,AER

Observacdo: O plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto P = (a,b, f(a,b))
contém as duas retas tangentes 77 e 15 a curva intersecao da superficie com os planos
xr = a ey = b, respectivamente.
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Figure 70: O plano tangente contém as duas retas tangentes.

Exemplos
1. Seja f(x,y) = /22 + 12, V(z,y) € R% f é diferencivel em (0,0) ?
Solucao
_ z_
Temos g(0,0) = lim f(0+h,0) = f0,0) = lim Vi 0 = lim 4] ndo ex-
ox h—0 h—0 h—0

iste.

Logo, pelo item 1 das Observacdes, concluimos que f n3o é diferenciavel em (0, 0).

3
2. Seja f(x,y) = —o—, se (x,y) # (0,0) e f(z,y) = 0, se (z,y) = (0,0). f é

T2 + y2 !
diferenciavel em (0,0)7

Solucao

Pelo Exemplo 8 da secao de Derivadas Parciais temos que

—2zy3
0 =
01y | s e 00
0, (Ji,y) = (07(])
3222 + ¢t i
%(l‘,y) — (l‘z + y2)2 ) ( 7y) 7é (070>

L, (z,y) =(0,0)
Contudo,

ehk)  f(hk)—f0,00—0-h—1-k shm—k

(kB VIZ + k2 NES 2
—h%k
RN
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Consideremos o conjunto C': k = h, h # 0, temos que

—h? —h .
h,k) = g(h,h) = = , donde lim h, k).
glh, k) = g(h. 1) 2h2v/2h?  2v/2|h| EMMammg( )

ao longo de C'

. h, k
Portanto,ﬂ( lim £(h, )

WMo Tl e, assim f ndo é diferenciavel em (0,0).

3. Mostre que a reciproca do Teorema 1 é falsa.

Solucao
3
Considere a fungdo f (z,y) = —*—. (x.y) # (0,0); f(z.y) =0, (x,y) = (0,0).
z Yy
3 2 2
Y Y . Y
T = —— =y - ——, ond lim =0e|=——| =
emos f(z,9) x? 4+ y? = + y? onde (ac,y)—>(0,0)y e + y?
2 2

y < T _ 1 donde

< 55 ¢ limitada.
$2 +y2 re+y

2?2 + y?
Logo, pelo corolario do teorema do confronto, segue que

lim )f(x,y) =0=f(0,0)

(z,9)—(0,0

Portanto, f é continua em (0,0). Sendo que ja vimos no Exemplo 1 que f n3o é
diferenciavel.

0
4. f(x,y) = 3x%y — 2wy? — Sry +4x — 2y + 1 é diferencidvel em R?, pois a—f(x, y) =
x

0
6xy — 2y> — 5y +4 e a—f(x, y) = 322 — 4ry — 5z — 2 sdo funcdes continuas em
Y
R2.

0
5. Afuncio f(z,y) = cos (2% + y?) é diferencidvel em R?, pois 8—f(x, y) = —2zsen (x? + y?)
T

e g—g(x,y) = —2ysen (22 + y?) sdo continuas em R?
o Ty ,
6. A func;ao f(I,y) = mr (x,y) % (0,0), f<x7y) = 0, (I,y) = (070) e

diferenciavel em (0,0) ?
Solucao
Seja Cy 1y =0,2 #0. Temos f(z,y) = f(z,0) =0 em C}, logo,

lim x,y) = 0.
(z,y)—(0,0) f( y)
ao longo de C;

2

1
Seja Cy:y=z,2#0. Temos f(z,y) = f(x,z) = % =5 em Cs, logo
x

. 1
lim T,y) = —.

(,9)—(0,0) fw:9) 2
ao longo de C2
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Como os limites por caminhos ndo coincidem, lim  f(x,y) n3o existe.
(#,y)—=(0,0)

Portanto f n3o é continua em (0,0). Logo, pelo Teorema 1, segue que f n&o é
diferenciavel em (0, 0).

4
7. Mostre que a funcdo f(z,y) = ﬁgﬂ se (z,y) # (0,0) e f(z,y) = 0 se
(z,y) = (0,0) é diferencidvel em R?.
Solucao

Do exercicio 7 da secao de Derivadas Parciais temos que

225 + 4a3y?
ﬁ(%y) _ m, (z,y) # (0,0)
o 0, (w.y) = (0,0)
—2zty
0 —  (x, 0,0
B o= | Gy EHFOO
0, (z,y9) =(0,0)
. of ) _— , o
As funcdes 92 & By 53° continuas em (z,y) # (0,0), pois sdo fun¢des racionais.
€z )
Em (z,y) = (0,0), temos
af( ) 225 + 4a3y? 225 N 4a39? 5 x? 49 22y?
—I\ T = == = 2T xr
oY (22 + 42)2 (22 + 122 (22 + 32)? (22 + 42)? (22 + 42)2
. 4 2 2,,2
onde lim 2z =0, e as funcdes z e Y sao limitadas por 1 .
(,4)—(0,0) (22 4+9y2)?2 (22 +9y?2)?
of —2zty x?
Y T e T Y
Y (2 +y?) (z* +y?)
4
onde lim (—2y) =0 e a funcdo :L‘—2 é limitada por 1.
(2.9)—(0,0) (2? +y?)
: . of of
Assim, pelo t d I to, t lim —(xz,y)=0= —=(0,0
ssim, pe oa;orema o anu;;en 0, temos M B (z,y) 83:( )
e lim ——(z,y)=0==-(0,0).
(2.9)—(0,0) 8y( v) 3@/( )
0 0
Logo, 8_f e 8_f s3o continuas em R? e pelo teorema 2, concluimos que f é
T Y

diferencidvel (em R?).

8. Determine as equaces do plano tangente e da reta normal ao gréfico de f(z,y) =
2%y no ponto (1,1, f(1,1)).

Solucao:
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10.

Equacado do plano tangente:

Z_f(171):

onde

Logo, a equacdo do plano tangente é:
z—2=4x—-1)+2(y—1)oudr +2y—z=4
Equacado da reta normal:

(x,y,2) = (1,1,2) + \(4,2,—1), A e€R

Determine o plano que passa pelos pontos (1, 1,2) e (—1,1,1) e que seja tangente
ao grafico de f(x,y) = zy.

Solucao

Seja (a,b) € Dy = R%. A equacio do plano tangente ao Gy no ponto (a, b, f(a,b)) =
(a,b,ab) é:

(@) —a) + (o b))

0
Z_f(a7b):af ay

ox
donde z = ab+ b(z — a) + a(y — b) ou z = bx + ay — ab.
Como (1,1,2) e (—1,1, 1) estdo neste plano, entdo

2=b+a—ab
1=—b+a—ab

(1) = (2) = 1 =2b = b= 3. Substituindo b = 1 em (1), temos 2 =1 +a — &,
donde a = 3. Assim, a equacdo do plano tangente é:

1
z:—x+3y—§on r+6y—22=3
2 2
. z*
Seja f(x,y) = m'<xvy) # (070) € f(‘T?y) =0, (I,y) = (070)

(a) Calcule £,(0,0), £,(0,0).
(b) f é diferenciavel em (0,0)7
(c) f é continua em (0,0).
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Solucao

f(h,0) = £(0,0) _ m{,}% = lim0 =0, ,(0,0) =

(a) Temos f,(0,0) = }lLI_r>T(1)
FO0.5) = J(0,0) _ 0-0

im k fim = = imo=20.
h*k
(b) Temos € (h1k) = f(h, k) — f(0,0) — f2(0,0)h — f,(0,0)k = P 0—
h*k
0-h—0-h=—"_
h? + k2

Donde,

e (k) _ hgil;@ _ hik 2 12 I

Rl - VEr e wreveEre PR R
onde,

m oo, | P R I
k=00 |R2+ k2| R2+k2 T R+ VR K2 VAT K2

_\/ E _\/ = <\/h2+k2_1
VA2 k2 O VRZEE2 TV R2 4R

Logo, pelo teorema do anulamento, segue que

e(h, k)
(h,k)—(0,0) || (R E)|

=0

portanto, f é diferenciavel em (0,0).

(c) Se f é diferenciavel em (0,0), entdo f continua em (0,0).

11. Considere a superficie S de equacio z = 22 + 2y

(a) Determine o ponto Py € S, tal que o plano tangente a .S em P, seja ortogonal
ao vetor V = (0,1, —¢).

(b) Escreva a equacdo do plano tangente referido no item (a).
Solucao

(a) a equacdo do plano tangente aS em Py = (a,b, 2(a,b)) = (a,b,2a* + 2b%)
é
z = z(a,b) + z:(a,b)(x — a) + z,(a,b)(y — b)

onde,
zz(a,b) = 4x|(a7b) =4da e zy(a,b) = 4?/‘(%5) =4b

Temos entao,

z = 2a% + 2% + dax — 4a® + by — 4b?
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ou seja,
4ax + 4by — z = 2a* + 2b

Dai, concluimos que (4a,4b,—1) é um vetor ortogonal ao plano tangente a
S em F,. Como queremos que plano tangente a S em F, seja ortogonal ao
vetor V' = (0, 1, —%), entao

(4a,4b,—1)// <0, 1, —%>

ou seja, (4a,4b,—1) = A (O, 1, —%), para algum A\ € R.
Logo, 4a = 0,4b =\, —1 = =*. Donde, a =0,A=6eb=5 =2
Entdo, o ponto P é dado por Py = (0,3, 3).

(b) A equacdo do plano tangente é:

9
6y—z:§ ou 12y —22z—-9=0

Exercicios
5
1. Seja f(x,y) = % se (z,y) # (0,0) e f(x,y) =0se (x,y) = (0,0).
(a) Determine %(0,0), 2—5(0,0).

(b) f é diferenciavel em (0,0) ? Por qué?
2. Verifique se a funcio f(x,y) = 23 cos y é diferenciavel em (0,0).

3. Determine as equacdes do plano tangente e da reta normal ao grafico da funcao
f(z,y) = ze* ¥ no ponto (2,2, f(2,2)).

4. Encontre o ponto onde o plano tangente ao grafico da funcio f(z,y) = z%y* +
2(x — y) é horizontal.

5. Mostre que a reciproca do Teorema 2 é falsa.

Respostas

1. (a) 0;0
(b) E diferenciavel em (0,0)

2. f ndo é diferenciavel em (0,0), pois ndo existe %(O, 0)
3. =92 —8y; (x,y,2) =(2,2,2) + A(9,-8,—-1), A\ € R

4. (-1,1,-3)
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5. A funcdo f(z,y) = (z* +y?)sen (ﬁ) se (x,y) # (0,0) e f(x,y) =0, se

(x,y) = (0,0) é diferencidvel mas as parciais ndo sdo continuas em (0,0).

@080
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@080

Aproximacao linear de funcoes

Objetivos:

» diferencial total; estimacdo da variacdo de uma funcdo; célculo de erro absoluto e
relativo;

= aproximacao linear de uma funcdo; estimac3do de valores da funcdo em um ponto;

Seja f : D C R? — R definida no aberto D C R?, diferencidvel em (a,b) € D.
Entao

) e(h, k) B
oo T B
9 P
Onde ¢ (h,k) = f(a+h, b+ k) — f(a,b) — a—i(a,b)h — a—i(a,b)k.

Diferencial: Se define diferencial de f no ponto (a,b) relativa aos acréscimos h e k como
a funcdo

0
=2

que depende de h e k.

(a,b)h + g—f(a, b)k = diferencial de f em (a,b)
Y

Se f é diferenciavel em (a,b), temos

im ch k)= lim bk

Al(h, k
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) H(h, k)” H( )H

. e(h, k) )
= o S i l(h k)| = 0.
%00 [T B gt loy 1P
=0 >
Logo,
fla+hb+k)— f(a,b) ~ %(a,b)h%— Z—Jyf(a,b)k, se (k) ~(0,0).

Pondo Af = f(a+h,b+k) — f(a,b) = vara¢do de f quando se passa de (a,b) para
(a+ h,b+ k), obtemos:

Af ~df, se (h, k) ~ (0,0)
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O valor df também pode ser interpretado como o erro total nos valores de f(x,y) se
os incrementos h e k medem o erro na medicao dos valores = e y respectivamente. O

o : df o df
erro relativo é o quociente e a percentagem de variac3o é * 100%.
T yioo)
Observe-se que na notacdo de h = Az, k = Ay, a diferencial é
of af
= Ax + — A
df e (a,b)Az + By (a,b)Az

Analogamente, seja f : D C R® — R, D aberto em R3, é uma funcdo de trés
variaveis com derivadas parciais continuas em D (logo diferenciavel). Para cada (a,b,c) €
D, definimos a diferencial de f en (a, b, c) relativa aos acréscimos Az, Ay, Az por:

of of of

df = %(a, b, c)Ax + 8—y(a, b, c)Ay + g(a, b, c)Az

Mostra-se que Af ~df se (Azx,Ay,Az) ~(0,0,0).

Observacao:

1. Notacao classica de diferencial

0 0
df = a—i(:ﬁ,y)dl’ + a—i(x,y)dy

2. Em funcdes de uma varidvel y = f(x), a diferencial é definida como dy = f'(z)dx,
sendo dx a variavel independente.

3. Como Af ~ df, temos que se df > 0 (respectivamente df < 0), a fun¢do aumenta
(diminui) quando se passa de (a,b) para (a + h,b+ k).

4. Se df =0, entdo a funcdo n3o varia quando se passa de (a,b) para (a+h,b+ k).

Funcdo linearizada: Seja f: D C R? — R, definida no aberto D C R?, e (a,b) € D.

Se existem as parciais =—(a,b) e =(a,b), a funcdo

ox dy

L(w.9) = f(a.8) + 5 0.b)(o - )+ G0ty - 0

é bem definida e é chamada de func3o linearizada de f perto de (a,b).

Se f é diferenciavel em (a, b), temos

F.9) = F@.D) = 2 a,b)w — @)~ L 0, b)y ~ 1)
lim L Yy —0
() te) Ja— Pt (g op

e podemos garantir que f(z,y) ~ L(x,y) para todo (z,y) suficientemente préximo de

(a,b).
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Observacao:

1. Afuncdo L(z,y) é usada para estimar valores de f(z,y) quando os mesmos forem
complicados de calcular e também quando n3ao se tem uma expressdo explicita
de f. Por exemplo quando temos apenas dados experimentais numa tabela e
desconhecemos a lei ou modelo.

2. A superficie z = L(x,y) é o plano tangente ao grafico de f no ponto (a, b, f(a,b)).

3. df = L(x,y) — f(a,b)

Interpretacdo geométrica da diferencial: Se f : I C R — R, entdo dy = f'(a)dz, e
geometricamente se corresponde com a distancia entre os pontos R e () da figura abaixo.
Em quanto Ay se corresponde com a distancia entre os pontos R e P.

y = f()
P.———n—
Q Ay
—e,
| ! dy
ide = Aa::
| |
| |
| |
| |
| |
| I
| |
L |
0 \ a a+ Az

Reta tangente

y = f(a)+ fi(a)(x - a)

Observe que Ay representa a variacdo da funcdo f(x) e dy representa a variacdo da
funcdo linearizada de f, L(x) perto do ponto (a, f(a)), cujo grafico é a reta tangente a

y = f(x) no ponto (a, f(a)).

0 0
Ora,se f: D C R? — R, z = f(z,y), entdo dz = a—f(a, b)dx + a—f(a,b)dy, e
Z Y
geometricamente corresponde a distancia do ponto (a + Az, b+ Ay, f(a,b)) ao ponto
do plano tangente (a + Az, b+ Ay, c). Ora, o valor Az se corresponde com a distancia
entre os pontos (a+ Ax,b+ Ay, f(a,b)) e o ponto (a+ Az, b+ Ay, f(a+ Az, b+ Ay))

do gréfico z = f(x,y).

Page 92



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

1
Ad.b

(a+Az,b+ Ay, f(a+ Ad +agye— |
: Az
|
(u+Az,b+A'y,L(ﬂ+A!I=b+A‘y)), -
--___..: dz
Superficie / P GO —

Z=f($,y) . -7

Plano tangente

z = f(a,b) + fo(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b)

Figure 72: Diferencial de uma funcao de duas variaveis

Observe que Az representa a variacdo da funcdo f(z,y) e dz representa a variacdo da
funcdo linearizada de f, L(x,y) perto do ponto (a,b, f(a,b)). Dai ¢ = L(a+Ax, b+Ay)
no ponto de variagdo no plano tangente (a + Az, b+ Ay, c).

Exemplos
1. Calcule a diferencial de z = ln (22 + y?).
Solucao
Temos 5 9 5 5
2 z T Yy
dz = Lip + Ly = d d
T o I+8y Y x? + y? x+x2+y2 Y
2. Seja z = ze® ¥, Calcule um valor aproximado para z, correspondente a z = 1,01
ey =1,002.
Solucao
~ 2_.2 4 . ., 9 0z 0z
A funcdo z = xe® ¥ é diferencidvel em R* por a—(m,y) e a—(ac,y) serem
T Y

continuas em R?.

Sejam (a,b) = (1,1),h = 0,01 e k = 0,002. Como (h, k) ~ (0,0), Entdo
Az ~ dz

Onde Az = 2(1.01,1.002) — 2(1,1) = 2(1.01; 1.002) — 1,

0z 0z
dz = %(1, h+ 8_y(1’ k=
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= [V 4220”7V |11y - (0.01) + [z - (—=2)e™ 1) - (0.002) =

= (142)-(0,01) + (=2) - (0,002) = 0,03 — 0,004 = 0,026

Entdo, 2(1.01,1.002) — 1 ~ 0,026, ou seja 2(1.01,1.002) ~ 1,026

3. A altura de um cone é h = 20 ¢m e o raio da base é r = 12 ¢m. Calcule um
valor aproximado para a variacdo, AV, no volume quando h aumenta de 2 mm e
r decresce 1 mm. Estime o erro relativo e a percentagem de variacdo do volume.

Solucao

O volume do cone de altura h e raio da base r é dado por V = %7?7"2h, que é uma
funcdo diferenciavel em R2. Sejam 7y = 12, hy = 20.

Como h aumenta de 2 mm, entdo Ah = 0,2 e como r decresce de 1 mm, entdo
Ar = —0,1. Como |Ar| ~ 0 e |Ah| ~ 0, entdo AV ~ dV, onde

dV = a—VAT + a—VAh = gwrh - Ar + 17r7‘2 - Ah

or oh (12,20) (12,20)

2 1
=T 1220 (—=0,1) + g7r(12)2 -(0,2)
= —16m + 9,6 = —6, 47

Assim,
AV ~ —6, 47

ou seja, a variacio AV no volume decresce aproximadamente de 6, 41 cm?.

O erro relativo é, portanto,

av ‘ 6, 47 — 0,007

‘V(12,20) " 1/37- 144 - 20

e a percentagem de variacao do volume é de 0, 7%.

4. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do vento v e do tempo
t durante o qual o vento se manteve naquela intensidade. Os valores da funcao
h = f(v,t) sdo apresentados na seguinte tabela.
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Duracgdo (horas)

Velocidade do vento (km/h)

Use a tabela para

(a) determinar uma aproximacdo linear da funcdo altura da onda quando v esta
proximo de 80 km/h e t estd préximo de 20 horas;

Solucao
Supondo que a funcdo f é diferencidvel, uma aproximacdo linear da funcdo
altura para pontos suficientemente préximos de (80, 20) seria a funcdo

af af

L(v,t) = f(80,20) + %(80, 20)(v — 80) + 5(80, 20)(t — 20)
Ora, 5
. 80 + h,20) — f(80,20
01 (50, 20) — tim {80+ 1:20) = /(50,20
ov h—0 h
E podemos estimar esse valor considerando a média das taxas de variacdo
média com, por exemplo, h; = 20 e ho = —20. Com efeito,
af 1/ f(80+20,20) — f(80,20)  f(80 — 20,20) — f(80,20)
—_ 2 ~ — =
v (80,20) 2 < 20 + —20
1/122—-86 5.2—28.6) 1
== = —(0.1 18) = 0.175.
2( 20 + 50 ) 2(0 7+0.18) =0.175
Analogamente,
8_f<80 20) ~ 1 £(80,20 + 10) — f(80, 20) N f(80,20 —5) — £(80,20)\
ot T T2 10 -5 B
1/95—-86 7.7—28.6) 1
== = —(0.09 4+ 0.18) = 0.135.
2 ( 10 + -5 ) 2( i )

Assim, a aproximacao linear esperada seria

L(v,t) = 8.6 + 0.175(v — 80) + 0.135(¢ — 20)
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(b) estimar a altura das ondas quando esta ventando por 24 horas a 84 km/h.

Solucao

Considerando a linearizagdo do item (a),
£(84,24) ~ L(84,24) = 8.6 + 0.175(84 — 80) + 0.135(24 — 20) = 9.84

Portanto, as ondas teriam uma altura de aproximadamente 9.84 metros.

Exercicios

1. Seja f(x,y) = 1+ In(z? + y?). Determine:
(a
(b ( )
(
(

c) Curvas de nivel

e) o pIano tangente e a reta normal ao GG no ponto (1,0, 1)
f'

(g) O conjunto dos pontos de diferenciabilidade da funcdo

9(z.y) :{ (””2+y2)(€(ﬂ?,y)—1) 2: Eiz;i

(
(

Um valor aproximado para f(0.99,0.01)

) D
) 1
)
d) G
)
)
)

2. D& um valor aproximado de 1/(0.01)2 + (3.98)2 + (2.99)2. Obs: Considere a
funcdo f(x,y,z) = /a? + y% + 22.
3. Determine o erro relativo méaximo (aproximado) no célculo do periodo 7" de um

péndulo simples, através da férmula 7' = 271'\/%, sendo o erro relativo em [ igual

a 1% e em g igual a 3%.

4. O angulo central de um setor circular é 80° e o raio é 20 ¢m e deseja-se reduzir o
angulo de 1°. Qual deve ser o acréscimo no raio para que a area fique inalterada?

5. A sensacdo térmica W (T, v) depende da velocidade do vento v e da temperatura
T'. Use os dados da seguinte tabela para

(a) dar uma equacdo aproximada da lei W (T, v) que determina a sensacdo tér-
mica a velocidade do vento préxima a 10 milhas/h e temperatura préxima a
30°F.

(b) estimar a sensacdo térmica se a velocidade do vento for de 11milhas/h e a
temperatura for 29°F.
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Temperatura T (F°)

>
o]
+—
&
>
o
T 5
O C
'8:
g E
Q
]
]
>

6. Um modelo para a area da superficie do corpo humano é dado por
S =172 09w0,425h0,725

onde w é o peso (em quilogramas), h é a altura (em centimetros) e S é a medida
em centimetros quadrados. Se os erros nas medidas de uma pessoa, w=80kg e
h=175cm, forem no maximo de 2%, utilize as diferenciais para estimar o erro
maximo cometido no calculo da superficie do corpo.

7. A temperatura do ponto (z, y) de uma chapa é dada por T'(x, y) = ln /2% 4+ y2 — 12.

(a) Determine o dominio de T'(x,y) e represente-o no plano xy.

(b) Determine a equacdo, da isoterma que contém o ponto (2,3) e faca o seu
esboco.

(c) Determine o plano z = ax + by + ¢ que melhor se aproxima do grafico de
T(x,y) no ponto (2,3).

(d) Calcule um valor aproximado da temperatura em (1.01,2.99).

Respostas
1. (a) R*—{(0,0)} (c) Circunferéncia de Centro (0,0)
e raio Vek~1
(d)
(b) R (€) 2z = 1+2(x — 1) (z,y,2) =
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(1,0,1) + A(2,0,—1),A € R 2. 4.978
3. 2%

4. Ar ~0.25 cm

5. (a) W(T,v) ~21+1,2(T —30) +
0,6(v — 10).
(f) 0.98 (b) W(29,11) ~ 19,2
6. 2.3%
7. (a) Dy ={(z,y) € R* 2% +y* > 12}

(b
(c
(d

k=0=cy:2>+y>=13
z=2x+ 3y —13
—2.01 —0.01

@080

)
)
)
)

(g) R?
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@080

Regra da Cadeia e Derivacao Implicita

Objetivos:
= vetor gradiente;
» regra da cadeia: derivacdo de composicdo de funcoes;

» derivacdo implicita; teorema da funcdo implicita.

Vetor Gradiente

Seja f: D C R? — R que admite derivadas parciais em (a,b) € D. O vetor

V(a,b) = gradf(a,b) = (%(a,b), %(a, b))

é dito (vetor) gradiente de f em (a,b).

Vf(a,b)

(a,b)

Figure 73: Vetor gradiente

Seja f: D C R®> — R que admite derivadas parciais em (a, b, c). Entdo

Vflabe) = grada,bnc) = (b0, G 00, F o)

Teorema: Regra da Cadeia (derivada de funcdo composta)

Sejam f: D C R" — R, D aberto, 7: I C R — R", tais que 7(t) € D, para
todo t € I. Se 7 for diferencidvel em t, e f diferencidvel em 7 (¢y), entdo a composta
g(t) = f(r(t)) é diferencidvel em t, e

g (to) = V[ (7 (to)) - 7' (to)
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g=for:ICR—R
t— g(t) = f(r(t))

Observacoes

(1) Se f for diferenciavel em D C R" e i diferencidvel em I C R, entdo ¢(t) = f(7(t))
é diferencidvel em [ e ¢'(t) = Vf(7(t)) - 7 (t) para todo t € I.

(I1) Paran =2, temos z = f(z,y), 7(t) = (x(t),y(t)) portanto,

V1 710) = (G000 5 w0.00). 70 = o = (0. 50)
Ent3o,
90) = 516) = 5L (a(0), 90 (®) + S (ale) )y 1)
W) = SO G0 + L aou0)

ou, abreviadamente,
dg _0fdv  0f dy
dt — Ordt  Oydt

dz d
Por abuso de notacdo, as vezes se escreve ¢'(t) como z/(t), il d_]z:

() Para n =3, temos g(t) = f(7(t)) = f(z(t),y(t), 2(1)).
Logo,
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O (o0) (1), =)' 1)+ 2L (o

g'(t) =

ou, abreviadamente,

dg afdx (9fdy 8fdz
dt Oz dt 8y dt 9z dt

dw df

Por abuso de notac3o, as vezes se escreve ¢'(t) como w'(t), o o

Uma consequéncia da regra da cadeia

(1) Seja z = f(x,y) diferencidvel em D C R?, D aberto. Sejam z = x(u,v) e
y = y(u,v) diferencidveis no aberto F C R?, tais que (z(u,v),y(u,v)) € D.
Ent3o, a composta

F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v))

é diferenciavel em E C R% e

S :0) = S a0 o) 5 . 0) + 5 ol 0), (0 0) S ,0)

B w0) = S o)) G ) + 5 a0,y 0) 3

ou, abreviadamente,

OF 8f8x+8f8y
Ou  dxdu ' dydu
OF Of 0x  Of 0Oy
%_%Guv+8_y8xv

(1) Sejam w = f(x,y,z) diferencidvel em D C R3 D aberto, z = z(u,v), y =
y(u,v), 2 = z(u, v) diferencidveis no aberto £ C R?, tais que (z(u, v), y(u,v), 2(u,v)) C
D. Ent3o, a composta
w = f(z(u,v),y(u,v), 2(u,v))
é diferenciavel em E C R? e, abreviadamente,
ow 8f8x+8f8y+8f82
ou  Oxdu Oy ou 0z du

8w_8f8x+g@+@%
Ov Oxrdv Oydv 0zdv
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Derivacdo implicita

Definicdo 1: Uma funcdo y = g(z),z € I é definida implicitamente pela equacio
F(z,y) =0se F(z,g(x)) =0, Vx € I.

Supondo F' e g s3o diferenciaveis, temos pela regra da cadeia:

e gD+ G (gle) o/ (a) =0

Supondo que g—F(x,g(x)) #0 Vz eI, temos
Y

ou, equivalentemente,

g'(x) =~ (g—j(x,g(:c))>_ g—i(w,g(:ﬁ)), Vr € 1.

Problema 1: Encontrar condi¢Oes para que a equacdo F'(z,y) = 0 defina implicitamente
uma func3o diferenciavel y = g(x).

A solucao do Problema 1 é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 1 (da funcdo implicita): Seja F': D C R? — R, de classe C'' no conjunto
aberto D. Seja (z9,%0) € D, tal que

(i) F(zo,5) =0
. OF
(i) 8_y(9507?/0) # 0.

Ent3o, existe uma vizinhanca I de x5 e uma func3o de classe C!, g : I C R — R,
tal que g(zg) = yo e F(z,9(z)) =0, Vx € I.

Definicdo 2: Uma funcdo z = g(x,y), (z,y) € D é definida implicitamente pela equacdo
F(z,y,2) =0se F(z,y,9(z,y)) =0, ¥(z,y) € D.

Supondo F' e g diferenciaveis, temos pela regra da cadeia:

oF de  OF dy OF dg B
a—x(:r, v, 9(@,y)) 7+ a—y(x, v, 9(x,y)) o+ 5(% y,g(fv,y))a—x(x,y) =0
oF dr OF dy OF dg B
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Logo,

oF o9, . OF
g(l‘?ymg(x?y))%(x?y) - _%(-f,y,g(aj,y))

OF g _OF
g(x,%g(%y)a—y(w,y)— a—y(x,y,g(rcay))

F
Supondo g—z(x,y,g(x,y)) # 0, Y(z,y) € D, temos

( oF
ag %(xayug(xvy»
%(x’y):—aF ; \V/(l',y) S
&(xvyag(xuy))
oF
ag 8_y(3773/79(3373/>)

G_y(x’y):_ﬁF ) \V/(ZL’,y)ED

%(I7yag(‘r7y))

\

ou, equivalentemente,

OF L (OF OF
Vg(x,y) = <5($7y,g(l',y))) (8_137 a_y) ) V(l‘,y) eD
(zy,9(z.y))

Problema 2: Em que condicdes a equacdo F(x,y,z) = 0 define implicitamente uma
funcdo diferenciavel z = g(z,y)?

A solucdo do Problema 2 é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2 (da func3o implicita): Seja F' : D C R?> — R de classe C' no conjunto
aberto D. Seja (xg, %0, 20) € D, tal que

(i) F(xo,%0,20) = 0;

(if) aa_];(fo,yo, z) # 0.

Ent3o, existe uma vizinhanca V' de (zg,%0) € uma funcdo de classe C!, g : V C
R? — R, tal que g(z0,90) = 20 € F(z,y,9(x,y)) =0, V(z,y) € U.

Observacao

(1) O gréfico das funcdo y = g(x) dada pelo Teorema 1 da funcdo implicita estd
incluido na curva de nivel F(z,y) = 0.

(1) O grafico das funcdo z = g(x,y) dada pelo Teorema 2 da fungdo implicita estd
incluido na superficie de nivel F'(x,y,z) = 0.
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Exemplos

1. Seja f(z,y) = 2arctan —. Calcule Vf(1, 1).
Y

Solucao

Temos V f( 1% 2y < L )
€mos i y 2 22 = s .
) _2 x? 4+ y2 2+ y2

Assim, Vf(1,1) = (1, —

Vf(1,1)

Figure 75: Vetor gradiente de f(z,y) = 2arctan Y no ponto (1,1)
Y

2. Seja f(7,y,2) = /222 + 3y% + 422. Calcule Vf(—1,1,1).

Solucao
4 6 8
Temos Vf(x,y,z) = < , Y , : .
24/222 4 3y% + 422 2./222 + 3y2 + 422 2,/222 + 3y? + 422
Assim, Vf(—1,1,1) = (-2,1,%).

37773

3. Seja g(t) = f(3sent,e?).

(a) Expresse ¢'(t) em termos das derivadas parciais de f.

of

“L0,1) =

(b) Calcule ¢'(0), admitindo que

Solucao
(a) Temos g(t) = f(z,y) com z = 3sent, y = e'". Pela regra da cadeia, temos:

0 0 0 0 2
) = G + 5w = e Eeost + 5wy (21e)
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(b) Temos

30) = 5(0).y0) 3 c0s0)+ 5 (w(0),y(0)0 = 35 (0.1) =35 =1

4. Suponha que, para todo ¢, f(3t,t3) = arctant, onde f(x,y) é diferencidvel em
R2.

gf(B 1), admitindo que (;f(B 1) =

(b) Determine o plano tangente ao gréfico de f no ponto (3,1, f(1,3)).

(a) Calcule

Solucao

(a) Seja g(t) = f(z,y), com z = 3t,y = t>. Pela regia da cadeia, temos para

todo t :
of dr Of dy of of
") = =(x,y) — +=—(2,y) — = 3==(3t,t3) + 3t*= (3t, %) .
3 3t2

Como f (3t,¢%) = arctant, entdo g(¢t) = arctant. Derivando em relac3o a

t, temos para todo ¢, ¢'(t) = T ou seja,
Of (a4 13 20F (o) 3y _
350 (3t,%) + 3t oM (3t,¢%) = —
Para t =1, temos:
of of 1
—(3,1 —(3,1
38 (3, >+38y<3 ) =
of 1 of 3 1 of 1
Como o ——(3,1) = 5 entdo, 38 (3,1) + 5= 5 donde 8_x(3’1> =-3
(b) A equacdo do plano tangente é :
af of
= £(3,1) + 2L(3,1 23 1)y -1
f6.1) + B =3+ 5B 1)
onde f(3,1) = arctg1 = 7. Entdo, temos
m 1 1
= - 3@=3+50-1)
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5. A curva C parametrizada por 7(t) = (2t,1?, z(t)) est4 contida no gréfico de z =
f(z,y). Sabe-se que f(2,1) = 3, g—£(2, I)=1e 2—5(2,1) = —1. Determine a
equagdo da reta tangente a C' no ponto 7(1).

Solucao

A equacido da reta tangente a C' em (1) é dada por:

(z,y,2) =7(1)+ (1), € R.

Como 7(t) = (2t,t%, 2(t)) estd contida no grafico de z = f(z,y), entdo 2(t) =
f(2t,t%), e portanto, z(1) = f(2,1) = 3. Logo, 7(1) = (2,1,3). Temos 7"(¢)
(2,2t,7/(t)), donde 7'(1) = (2,2, 2/(1)).

Como z = f(x,y), comz =2t, y = t2, ent3o, pela regra da cadeia, temos

2 (1) = a—i(fv,y)‘ pn +a—f(x,y)- d—i ZQa—i(x,y)Jr?ta—f(x,y)
NP ~— Y
=2 =2t
donde, o o
Z(1) =2%(2,1)+2a—y(2,1) —2.142-(-1)=0.

Portanto, 7(1) = (2,2,0). Assim, a equacdo da reta tangente é:

(x,y,2) = (2,1,3) + \(2,2,0), A € R.

6. A pressdo P (em kilopascals), volume V' (em litros) e temperatura T' (em kelvins)
de um mol de um gas ideal relacionam-se pela equacdo PV = 8,317. Determine
a taxa de variacdo da pressdao quando a temperatura € 300 K e estd aumentando
com a taxa de 0,1 K /s e o volume é 100 L e estd aumentando com a taxa de

0,2 L/s.
Solucao
o ar
Das hipéteses sabemos que quando 7" = 300, T 0,1. E que quando V' = 100,
av
— =0,2.
dt ’

8,317

Considere P(V,T') = . Aplicando a regra da cadeia:

AP _9PAv  OPdT| 83T 02483 0
dt OV dt OT dt |1=300 R IT/E??)((% ’ Vv 52?88 T
V=100
3 - (—8,31) 8,31
—100 0,2+ 100 0, 0,054+0,0 0,06 as/s
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0 0
7. Seja z = f(u? —v?,2uv), onde f(x,y) é diferencidvel. Expresse 6_2 e & em
u

v
termos das derivadas parciais de f.
Solucao

Temos z = f(z,y), onde x = u® — v?, y = 2uv. Pela regra da cadeia, temos

0r _Of oy 0% [ 0F Oy _y0f Of(x.y)
90 ax(x,y) By +ay(x,y) 9 —2uax(x,y)~l—20 oy
el Pl
5O 0o Of (5
_2u(9x (u v ,2uv)+2vay( v ,2uv)
0z Of oxr Of dy  Of 9
o0~ 00 ™Y Zy T oy @) gy = Wy (0 m v 2w)
et el

. Mostre que a equacio x%y+3y*z? = 4 define implicitamente uma funcio y = g(x)
no ponto (1,1). Calcule ¢'(1).

Solucao
Seja F(z,y) = 2%y + 3y®z* — 4 que é de classe C! em R?. Temos:

() F(1,1)=1+3—4=0;

() G (L1) = 7+ 97 = 149 = 10 £ 0.

Logo, pelo teorema da funcao implicita, existe uma vizinhanca I de 1 e uma funcao
declasse C', g: T CR — R, tal que g(1) =1 e F(x,g(z)) =0, Vz € I.

E aplicando a regra da cadeia:

oF

g'(x) —8$ , Vxel
2 (@ 9(a))
y v g

Logo,

or
—(1,1) 14 7

IO TR L
OF 1 W F
oy’

oF oF
pois 8—x(x, y) = 2zy + 12323, dai %(1, 1)=2+12=14.
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9. Mostre que a equacdo z° + y3 + 23 — 3xyz = 4 define uma funcdo implicita

diferenciavel z = g(x,y) no ponto (1,1,2). Calcule %(1, 1)e %(1, 1).
x Y

Solucdo Seja F(xz,y,2) = 23 + 3® + 23 — 3wyz — 4 que é de classe C' em R3.
Temos

(i) F(1,1,2)=14+148—-6—4=0;
oF
(II) a—(l, ]_, 2) == [322 — 31‘:1/](1’172) =12-3=9 7é 0.
z
Logo, pelo teorema da funca implicita, existe uma vizinhanca V' de (1,1 ma

) e
funcdo de classe C!, g : V C R? — R, tal que g(1,1) = 2 e F(z,y,9(z,y)) =0,
V(z,y) e V.

E aplicando a regra da cadeia:

( oF
89 %(x7yag(xvy))
8_(x7yag(x7y))
oF
ag a_y<x7y7g(x7y>)
a_y('ray):_aF ) V(xay> €D
\ 55 (@Y, 9@ y))
Portanto,
( oF
dg _ %(1’ 1,2) _ 322 — 3yz]a,1,9) 1
A
aZ Y Y
oF
—(1,1,2
dg _ 81/( 12) By -3z 1
T ) P T
Y ~—(1,1,2)
\ 0z
Exercicios
1. Suponha que para todo ¢, f (t%,2t) = t3 — 3t, onde f(x,y) é diferencidvel. Mostre
of _of
que g(l,Q) = a—y(l,Q)
. of of .
2. Admita que para todo (x,y),xa—(x,y) - ya—(x,y) =0, onde f(z,y) é diferen-
z Y

ciavel. Mostre que g(t) = f (¢, 2), t > 0 & constante.
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3.

10.

11.

A pressdo de 1 mol de um gés ideal estd aumentando em uma taxa de 0,05 kPa/s
e a temperatura estd aumentando em uma taxa de 0,15 K/s. Use a equacdo
PV = 8,317 para determinar a taxa de variacao do volume quando a pressao for
20 kPa e a temperatura for 320 K.

OF  OF  OF
Seja F(z,y,2) = f E’Q’E Mostre que t— +y— + z2— = 0.
y z'x ox dy 0z
; 2 L » dg Og
Seja g(x,y) = xf (¢° +y,2y,2z — y), onde fé diferencidvel. Expresse 32 & By
x Oy

em termos das derivadas parciais de f.

0
Suponha que f(z,y) é uma func3o de classe C, tal que 6_;;(2’ —3) = —1. Sabe-

se que um ponto se desloca sobre o grafico de z = f(x,y), ao longo de uma curva
7(t) = (2sent,7cost — 3, z(t)), onde ¢ representa o tempo. Determine o vetor
velocidade no instante em que suas coordenadas sdo (2, —3,6).

Seja F(r,0) = f(x,y), onde z = rcos 6,y = rsend, sendo f(z,y) diferencidvel.
Verifique que

of CoSH OF oF
- 0) +senf—(r,0
(o) = 2 (r6) + sen 6 (r.6).
Seu=a"f (g, f’ Z) onde f é diferenciavel. Mostre que x% +yau + z% =
x zw ox dy 0z
mu.
Seja w = f(x,y), onde f é diferencidvel, se x = rcos#, y = rsend, mostre

que
DN (B (0T 1 (0’
Ox oy )  \or r2\ o0 )
: 5 . L, of
Seja f : R® — R diferenciavel em Py = (0,0, 0), tal que p (Ry) =2, 0
Y
gf (Py) =0, f(P) =1. Defina g(u,v) = f (u—v,u* —v,3v —3) e calcule a

equacdo do plano tangente ao grafico de g no ponto (1,1,1).

o (py) =

Suponha que a equacdo In (2% +y*> — 1) + ®* = 1 define implicitamente uma
funcido z = f(x,y) diferenciavel em (1/2,0).

(a) Calcule Vf(v/2,0).

(b) Calcule a equagdo do plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto
(v2,0, f(v2,0)).
(c) Aproxime o valor de f(1.3,0.1). Considere v/2 = 1, 41.
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Respostas

1. sem resposta

2. sem resposta

3.

4. sem resposta

5. g—g(x,y) = f(u,v,w) + [2xg—£(u,v,w) + 2%(% v, w)]
g—i(x,y) =z [%(u,v,w} + 2g—£(u,v,w) — %(u,v,w)],

10.
11.

onde u = 2% + y,v = 2y, w = 21 — y.
7

. sem resposta
. sem resposta

. sem resposta

r— Ty — 162 = —28
(a) Vf(v2,0) = (-2,0)

(b) z = —2(z —V2)
(c) f(1.3,0.1) &~ —2(1.3 — 1.41) = —0.22

@050
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@080

Derivadas Direcionais. Propriedades do Vetor
Gradiente.

Objetivos:
» definicdo de derivada direcional; derivada direcional como taxa de variacdo;
» interpretacdo geométrica da derivada direcional;

= propriedades do vetor gradiente.

Derivada direcional
Sejam f: D C R?> — R, D aberto, e (a,b) € D.

el T(aabJrk) D "~
7 AN
/ \
\
ll \ !
| —
i 1
\ (a,b) (a+h,b) ;
\ /
\ /
AN 7
AN 7
\\ P 7
S - -~ R
Figure 76: Segmento intersecao s :x =a,yc b e Cy:y=bx € [;

Vimos no capitulo de derivadas parciais, que

g(a,b) —lim fla+ h,b) — f(a,b)

, se existir o limite,

Ox h—0 h
g(a, b) = lim fla,b+ k) = fla. b), se existir o limite.
8y k—0 k
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fla+h,b) — f(a,b)

Como é a taxa de variacdo média de f quando se passa de

(a,b) para (a + h,b), entdo %(a, b) é a taxa de variacdo de f em (a,b) na direcdo do

eixo x ou na direcad do vetor unitario 7

0
Analogamente,a—f(a, b) é a taxa de variacdo de f em (a,b) na direcdo do eixo y ou
Y

na direcao do vetor unitario ;.

Pergunta natural: Seja @ = (uj,uz) um vetor unitario em R?, isto é, u? + u3 = 1. Qual
é a taxa de variacdo de f em (a,b), na direcdo do vetor @ = (uq,uz) ?

Solucao

Seja r a reta que passa pelo ponto (a,b) e é paralela ao vetor @ = (uy,uz). Uma
equacdo paramétrica dela é:

r:(x,y) = (a,b) +ti = (a,b) + t (uy,us) = (@ + tuy, b+ tug) ,t € R

Seja C' C reta r, tal que C' C D. Entdo, temos C' : (x,y) = (a + tuy, b+ tug) ,t € I.
Observe que I deve conter o 0 para garantir que (a,b) € C. Alias,

[(z,y) = (a, D) || = [[ta]| = [¢] ||| = [t].
~—

1

Logo, podemos calcular a taxa de variacdo média de f em (a,b) quando se passa de
(a,b) para (z,y) = (a + tuy, b+ tuy) como sendo:
fla+tuy,b+tuy) — f(a,b)  f(a+tu, b+ tus) — f(a,b)

(2, y) = (ab)] N i

Donde a taxa de variacdo (instantanea) de f em (a, b) na direcdo do vetor unitério @
ou a derivada direcional de f em (a,b) na direcdo do vetor unitario & = (uy,u2) é dada
por
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8&@ b) — lim f(a+tuy, b+ tuy) —f(a,b)7
ou t—>0 t

se o limite existir.

Observacoes
(1) Na direcdo do eixo OX, 4 =7= (1,0), temos que

g(a,b): im f(a+t,bi—f(a,b) _of

(I1) Na direcdo do eixo OY, i == (0,1), temos que

of fla,b+1t)— f(a,b) Of
—(a,b) = lim . —8—y(a,b)

aj t—0

() Se f: D CR® — R, (a,b,c) € D e = (ar,uz,uz) é um vetor unitério, entdo

g{(a b, c)-& 0f(a—l—tul,b—|—tuQ,tc—I—tu;:,)—f(a,b,c)7

se o limite existir.

(IV) Da definicdo de g—f(a b), temos
m

(9ji< b)gf(a—ktul,b—l—tg)—f(a,b)’ e e
ou t
ou
af
f(a+tu1,b+tu2)—f(a,b)Nt?(a b), se t~0

Logo, também poderiamos usar a derivada direcional para aproximar valores da
funcdo f em pontos (x,y) préximos a (a,b) na direcdo do vetor .

af

f(x,y):f(a,b)—i—t%,(a,b), (x,y) = (a+tu, b+ tug), t=~0

< - 0 : -
Interpretacdo geométrica de —Ji(a,b): Geometricamente, estamos fazendo a restricdo
de f sobre a reta r : (z,y) = (a + tuy, b+ tuy) e olhando para a curva intersecdo do
grafico de f e o plano (z,y,z) = (a + tuy, b+ tug, s), t € I, s € R. Dessa maneira, o

nimero a—Ja, b) é o coeficiente angular da reta tangente a curva intersecdo no ponto
u

(a,b, f(a,b)) relativo a reta r. Isto é f(a b) =tana.

ou
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Reta secante

Reta tangente

(@ + tug, b+ tus, fla+ tuy, b+ tu))
(a.b, f(a,b))

Figure 78: Interpretacdao geométrica das derivadas direcionais

Propriedades do vetor gradiente:

Teorema Seja f : D C R? — R, D aberto, diferencidvel em (a,b) € D. Seja
@ = (uy,uz) um vetor unitario. Entdo

of

i

(a,b) =V f(a,b)-u

Demonstracio:

—_— F(7(1) = g(1)

f=1
‘ﬁl

~

g=for:ICR—R

Figure 79: Composicdo de f com a parametrizacdo do segmento C : (z,y) =
(@4 tuy,b+tuy),t €1
Uma parametrizacdo de C' é dada por
C:7(t) = (a+tuy,b+tug),t € I (contendo 0)

Observe que 7 é diferencidvel em I e 7(0) = (a,b). Temos a funcdo composta
g(t) = f(F(t)) = f (a+ tuy, b+ tus). Pela regra da cadeia, temos

g'(0) = Vf(#(0)) - 7'(0) = Vf(a,b) - (ur,uz) = V f(a,b) - .
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Mas

. —g(0) . Lbttug) — f(a,b) O
) =i 20790 _ gy S+t ) = 1) _ 0F

(a,b).

Logo, 8—Ja, b) = Vf(a,b) - i, como queriamos demonstrar.
m
Observacao:

() Sejam f: D C R®* — R, D aberto, diferencidvel em (a,b,c) € D e @ um vetor
unitario de R3, ent3o

O (05.6) =V f(a.b.c) -

(I1) Seja f diferenciavel em Xy, tal que Vf (X,) # f Entdo,

g—{ (Xo) = V[ (Xo) - @ =[[Vf(Xo)ll |l cosa=|Vf(xo)] cose,
u —~—

1

onde « € [0, 7] é o angulo entre os vetores V f (Xj) e .

V f(zo)

xo

0
Como —1 < cosa < 1, entdo — [V f (Xo)| < o

S 96 (Xo) < IV f (Xo)]|-

0
Conclusdo: O valor méaximo de 9f (Xo) € igual a |V f(Xo)|| e ocorre quando

ou
0
a = 0 ou quando u for o versor de V f(Xjy). Ja o valor minimo de B (Xo) é
D¢
igual a — ||V f (Xo)]| e ocorre quando @ = —%-
0

Portanto, estando em X, é na direcdo do vetor V f (z() que f cresce mais rapi-
damente. E é na direcdo de —V f () que f decresce mais rapidamente.

Interpretacio geométrica do vetor gradiente Sejam f : D C R? — R diferencidvel em

(a,b) € D (aberto), tal que V f(a,b) # (0,0). Seja k = f(a,b). Considere a curva de
nivel de f, no nivel k, que passa por (a,b):
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ty ——_

k= fla,b)

I for: I —R R
o (i) =

Figure 81: O vetor gradiente é perpendicular a curva de nivel

Figure 82: O vetor gradiente em varias curvas de nivel

Seja 7(t) = (x(t),y(t)), to € I, uma parametrizagdo diferenciavel de Cj. Seja
to € I, tal que, 7(ty) = (a,b). Temos a funcdo composta f(7(t)) = k, para todo t € I.
Derivando em relac3o a ¢, temos (f(7(t)))’ = 0, para todo t.

Aplicando a regra da cadeia, temos V f(7(t)) - 7 (t) = 0, para todo ¢.

Em particular

V(7 (k) - 7 (o) = 0

ou
Vf(a7 b)? 7’ (tO) =0

Como V f(a,b) # 6} entdo Vf(a,b) L 7(to).
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Conclusdo: se Vf(a,b) # 6> entdo Vf(a,b) L Cy em (a,b), i.e., Vf(a,b) é normal
a curva de nivel de f que passa por (a,b).

Portanto temos que:

Equacdo da reta tangente a curva de nivel de f no ponto (a,b)
[(Z’,y) - (CL, b)] ) Vf(&, b) =0

Equacdo da reta normal a curva de nivel de f no ponto (a,b)

(z,y) = (a,b) + A\V f(a,b),\ € R

reta normal

to - " !

I for:I —R
to— f(ito)) = k

Figure 83: Reta normal e reta tangente a curva de nivel

Observacdo: Seja: f: D C R?® R diferenciavel em (a,b,c) € D. Se Vf(a,b,c) # ﬁ
entdo V f(a,b,c) L Sk em (a,b,c), onde Sy é a superficie de nivel de f em (a, b, c), i.e.
V f(a,b,c) é normal a superficie de nivel de f que passa por (a,b,c).
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f(z,y,x) =xz+y2_ 22

\Vf(a, b,) o

Cy: f(z,y,z) = f(a,b,c)

Figure 84: O vetor gradiente é perpendicular a superficie de nivel de nivel

Equacdo do plano tangente:

[(z,y,2) — (a,b,¢)] -V f(a,b,c) =0

Equacao da reta normal:

(2.9,2) = (a,b,¢) + AV f(a,b,c), A € R

Plano tangente

Reta normal

Figure 85: Plano tangente e reta normal a superficie de nivel de nivel

F(z,y,z) =24+ y*—2=0
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Exemplos
. 2 9 of iy .
1. Seja f(x,y) = x* 4+ y*. Calcule 8_6(1’ 1), onde 4 é o versor de v = (—1,1).

(a) pela definicdo;

Solucao
-1,1 -1,1 1 1
Se = (—1,1), entdo u = (=LY :( - >:(——,—).
(—1)2 + 12 V2 2" V2
Ent3o,

ou t—0 t
( t>2 ' 2
—&) +(1+5) -2
= lim e & =
t—0 t
2t 2 2t t2
. — =+ E+4+1+2 4+ -2 o2 .
= lim 2 2 V2 2 =lim= =limt =
t—0 t t—0 t t—0

(b) usando o vetor gradiente.

Solucao
Como f(x,y) = 22 + y? é diferencidvel em R? e u = (—\/%, \/%) é unitario,
temos
af 11
—(1,1)=Vf(1,1)-u= (22,2 = = =
aﬂ»() ) f() ) U (:Ea y)|(1,1) ( 2’ 2)

1 1 2 2
-en (- 5y) = h s

3

0
2. Seja @ = (u1,u) um vetor unitério. Calcule 8—5(0,0), onde f(z,y) = aﬂx——i—yQ
se (2,1) # (0,0) e £(0,0) = 0.
Solucao
Temos
t3u? 0
0  flturtus) — £(0,0) L 2ud 2l 3
—{(0,0):l|mf(u1’ ) = J0.0) i Puittuy e, e
ou t—0 t 0 t =0 £2(u? + u2) - t
3,3 !

.t .
— lim =2 = limu? = o

t—0 { t—0

3. Calcule a taxa de variacdo de f(z,y) = e * cosy em (0,0) na direcdo que forma
um angulo de 45° com o eixo x positivo.

Solucao

Page 119



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

Temos 4 = (€0Ss45°,sen45°) = (‘/75, ‘/7§> Como f ¢é diferencidvel em R?, entdo
a taxa de variacao é dada por

9 0.0y - (0.0 00)) 0
50,0 = 950,07~ (GH0.0.5 0.0)) -3
= (—e " cosy,—e “seny) |0,0) @ = (—1,0) - (?, 72> = —\/75.

4. Calcule a derivada direcional de f(z,y,2) = 32% + 4y*> + 2z em (—1,2,—2) na
direcdo do vetor v = —7'+ 27+ 2k.

Solucao

0 de 0= —T+ 27+ 2k = (—1,2,2) é @ (-1,2,2) (_1 2 2)
versor de ¥/ = —1 =(-1,2,2) étl = ——FT— = | —, =, = |.
J Jitdtd 333

0
Como f é diferencidvel em R3, entdo 0_{(_1’ 2,2) =V f(-1,2,-2) - 4, donde
u

of 122
P, —1 2 —2 — 1 _ . —_——, =, — =
311’( ) 4y ) (6‘1'78?47 )|(1,2, 2) ( 37 37 3)

122 32 2 40
= (=6,16,1) - (—=,=, 2 ) =2+ 242 =,
(=6,16,1) < 3’3’3> 3373

5. Uma funcao diferenciavel f(x,y) tem no ponto (1,1) derivada direcional igual a 3
na direcdo 37+ 47 e igual a -1 na direcao 47— 37. Calcule

(a) V/f(1,1)
of o -
(b) ==(1,1), onde i é o versor de i + 7.
ou
Solucao
(a) Temos
of B L (34 (34
of . (4,-3) (4 —3)
1) =1 = (222
87,—1:2( ) ) ) 2 /—16+9 57 5
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Donde
Syt =s
Vi) -i=3 50z 50y
VI(L1)-dp=-1
5 0x 50y

Multiplicando as duas equacdes por 5, temos

of of _
3(L1) +48_y<1’ 1) =15
of of _
45(11) —3a—y(1,1) -5

Multiplicando a primeira equacao por 4 e a segunda por 3, temos

of of B
125-(1,1) + 16a—y(1,1) — 60

of of _
—12%(1, 1)+ Qa—y(l, 1) =415
Logo,
of _ of _ of B
258y(1’1)_75 = ay(l,l)—?) e 83:(1’1)_1

Portanto, Vf(1,1) = (1, 3).

of » .
(b) Temos ==(1,1) = Vf(1,1) - i, onde @@ = (1, \%) Logo,

ou
of 11 1 3 4
LA =13) (= =) ==t — = — =2V2.
=09 (7505 ) = 5 U= 7 =22
6. Seja [(2,) = — s se (5,) # (0,0) e (0,0) = 0. Mostre que 2L (0,0)
. Seja f(z,y S Ei se (z,y ,0) e ,0) = 0. Mostre que 520
V£(0,0) - 4, onde @ = (uy,us) é um vetor unitario.
Solucao
of ., of B . B
Temos 5 (0,0) =1, o (0,0) = 0. Entdo Vf(0,0) = (1,0). Logo,
Vf(l,O) . (U,l,UQ) = (1,0) . (U,l,UQ) = Uux.

a—i;(O,O) # V£(0,0) - 4. Isto

acontece porque f ndo é diferenciavel em (0,0). Verifique!

7. Seja f(x,y) = In||(z,y)].

of 0,0) = u}. Logo,

Vimos anteriormente que —=(
ou
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(a) Determine @ de modo que a—‘i(l, —1) seja maximo.
U

(b) Qual o valor maximo de %(1 —-1)7
u

(c) Estando em (1, —1), que direcdo deve-se tomar para que f cresca mais rapi-
damente? E em que direcao decresce mais rapidamente?

Solucao

Como ||(z,y)]| = a2+ y? entdo f(z,y) = Iny/z?2+y?> = SIn(z? +4?),
(z,y) # (0,0).
of

(a) 8ﬁ(1 —1) é méxima & =

Vf(l,-1)
V(L =DI

onde

oo b LG (1 1y T

(b) O valor maximo de g—f(l —1) éigual a |V f(1,—-1)| =

(c) Em (1,—1), f cresce mais rapidamente na direcdo de Vf(1,—1) = —Z— 57
e decresce mais rapidamente na direcdo de —V f(1,—1) = —%?+ 57

8. Seja a temperatura do ar em um ponto do espaco dada pela funcdo f(x,y,z2) =
2 — y + 2% Um mosquito localizado em (1,2,1) deseja esfriar o mais rapido
possivel. Em que direcdo ele deve voar?
Solucao

Temos V f(1,2,1) = (2x, —1,22)|1,21) = (2, —1,2). Como o sentidode V f(1,2,1)
é aquele em que a temperatura cresce mais rapidamente, estando em (1,2,1), en-
tdo o mosquito devera voar no sentido oposto, o de —V f(1,2,1) = (—2,1, —2).

9. A temperatura 7" em uma bola de metal é inversamente proporcional a distancia
do centro da bola, que tomamos com centro na origem. A temperatura no ponto
(1,2,2) é 90°C.

(a) Determine a taxa de variacdo de 7" em (1,2, 2) em direcdo ao ponto (2,1, 3).
(b) Mostre que em qualquer ponto da bula a direcdo de maior crescimento na
temperatura é dada pelo vetor que aponta para a origem.
Solucao
Como a distancia de (x,y, z) a origem é igual a \/22 + y? + 22 e a temperatura

m (z,y, z) é inversamente proporcional a essa distancia, entdo

T(x,y,z) = ¢ ,c>0, (z,y,2)#(0,0,0)

Va?+y?+ 22
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Como T/(1,2,2) = 90° entdo, 90 = ———— ou 90 = , donde ¢ = 270.
1+4+4 3
270 Ly ., 3
Logo, T(z,y,z) = , que é diferencidvel em R”\ {(0,0,0)}.
Va?+y?+ 22
(a) Pondo P = (1,2,2),Q = (2,1,3), entio PO = (2,1,3) — (1,2,2) =
(1 1 1) ;- (17_171) (17_171 At d P e
,—1,1) e 0 seu versor é i = = . A taxa de variacdo
VIF1+1 V3
de T'em P = (1,2,2) na direcdo de u é dada por
oT
7 (1,2,2) = VT(1,2,2) - .
Temos
2
or 0 e = 270 270
_(17272): vyt = - 3:_ =-10
Ox r? +y? + 22 (1+444)2 27
(1,2,2)
oT —270 —540
o (1L2,2) = [2—2y2} = ——=-20
dy (@2 +y* + 2%) | 129 27
oT —270
5o(1,2,2) = S — 20
& (@ + 92+ 2%)2 | 129
Logo,
VT(1,2,2) = (—10, 20, —20). Entso,
oT 1,—-1,1 —10 4+ 20 — 20 10
I (1 9.9) = (—10,-20, —20) . 1=k D) _ =10+ S
ou V3 V3 V3
(b) A direcdo de maior crescimento na temperatura em qualquer (x,y, z) da bola
270

é a do vetor VT'(x,y,z2) =

= (=, —y, —2z) que aponta para
(22 +y? + 22)2
a origem.
10. Determine as equacdes das retas tangente e normal a curva C' : €2* 7Y+ 22 +2y = 4
no ponto (%, 1).
Solucao
Seja f(z,y) = e* ¥+ 2z +2y. Logo, [ (3,1) ==¢""'+2-3+2=4
Entao C é a curva de nivel de f no nivel 4 e que passa pelo ponto dado. Temos
Vf(z,y) = (2 +2,—e* ¥ +2),donde V[ (3,1) = (2e" ' +2, -1 +2) =
(4,1). Sabemos que V f (%, 1) é normal a C' em (%, 1).
Reta tangente: [(m,y) — (%, 1)} -Vf (%, 1) = 0, donde (x — %,y — 1) - (4,1) =
0edr—-2+y—1=0&y=—-4r+3
Reta normal: (z,y) = (%, 1)+)\Vf (%, 1) AERS (x,y) = (%, 1)+)\(4, 1),A €
R.
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11. Determine as equacdes do plano tangente e da reta normal a superficie S : zyz +
23 4+ y3 + 2% = 32 no ponto (1, —1,2).

Solucao

Seja f(x,y,2) = wyz + 23 + y3 + 2% — 3z.

Logo, f(1,—1,2) = —2+1—1+48—6 = 0. Entdo, S é a superficie de f no nivel 0 e
que passa pelo ponto dado. Temos V f(x,y, 2) = (yz + 322, x2 + 3y, vy + 322 — 3),
donde Vf(1,-1,2) = (—=2+3,2+3, -1+ 12— 3) = (1,5,8).

Sabemos que V f(1,—1,2) é perpendicular a S em (1, —1,2).

Plano tangente: [(z,v,2)—(1,—-1,2)]-Vf(1,-1,2) =0< (z—1,y+1,2—2)-(1

& o+ 5y + 8z = 12.

Reta normal: (z,y,2) = (1,—1,2)+AVf(1,-1,2), A e R& (z,y,2) = (1,-1,2)+
A(1,5,8), A € R.

Exercicios

1. Calcule a derivada direcional de f(z,y) = no ponto (—1,1) e na direcdo

ZL‘2 + y2
do vetor 27°+ 37.

2. Encontre a derivada direcional de f(z,y,z) = zev’ = em (1,2, —2) na direcdo do
vetor tangente 7 (t) a curva 7(t) = (t,2cos(t — 1), —2¢e!1).

3. Determine as direcdes em que a derivada direcional de f(z,y) = x> +sen (zy) no
ponto (1,0) tem valor 1.

(y —1)?
X
da normal a elipse 222 + 4% = 6 no ponto F.

4. Determine a taxa de variacdo da funcdo z = no ponto Py(1,2), na direcdo

5. Seja g(r,0) = f(z,y), com z = rcosf e y = rsend, onde f(z,y) é suposta
diferenciavel num aberto de R?. Sejam @ = cosfi+senfj e ¥ = —senfi-+
cosf j. Mostre que

o 0 10 0
@) G0 = Gien) e 00 =Gl

(6) V() = 92w, y)i + P, )i
6. Considere a funcdo f(z,y) = 2* + y* — 2y e o ponto Py = (2,2). Determine

(a) A taxa de variacdo de f em Py na direcdo do vetor (1,1).

(b) A taxa de variacdo de f em P na direcdo do vetor tangente 77(¢) a curva
7(t) = (t,t* — t) em (3,6).
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(c) A direcdo na qual a taxa de variacdo de f em P, é méaxima.

7. A func3o diferenciavel f(:c y,z) tem no ponto (1, 1, 1) derivada direcional igual
a 1 na direcdo 4] + 3k, igual a 2 na direcao —47 + 3] e igual a zero na direcdo j

Calcule o valor maximo de gf(l, 1,1)
. . iy of of
8. Seja f(u,v,w) uma diferenciavel em P(0,0,0), tal que %(P) =2, %( )=-3
e g—f(P) = 2. Defina g(z,y) = f(5z — 5, 2zy — 2, 4y? — 4). Determine a taxa de
w

variacdo de g no ponto (1,1) e na direcio do vetor —i47.

9. Suponha que, para todo ¢, f (3t,t*) = arctant, onde f(z,y) é diferencidvel em

R?* e ——(3,1) = 2. Calcule a taxa de variacdo de f em (3,1) na direcdo de um

dy
vetor tangente a curva z? + 4y? = 13 no ponto (3, 1).

10. Sejag(z,y) = o f (z* + y*, 2y, 22 — y). Suponha que f(2,2,1) =1, %(2, 2,1) =
of L, 9F -
L2 (2,2,1) =2e 51 (2,2,1) = =2

(a) Calcule a taxa de variacdo de g no ponto (1, 1) na direcdo da normal a elipse
22% + y* = 3 no ponto (1,1).

(b) Calcule a taxa de variacdo maxima de g no ponto (1,1). Em que direc3o isso
ocorre?

11. Suponha que T'(x,y) = 40 — 2> — 2y representa uma distribuic3o de temperatura
no plano zy e um individuo que se encontra na posicdo (3,2) pretende dar um
passeio

(a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverd percorrer para des-
frutar sempre da mesma temperatura.

(b) Qual a direcdo e sentido que deverd tomar se quisesse caminhar na dire¢do
de maior crescimento da temperatura?

(c) Se = e y sdo medidos em km e a temperatura em 0°C, de quanto a tem-
peratura se elevard aproximadamente, caso caminhe 0,01 km na direcdo
encontrada no item b?

12. Se o potencial elétrico em um ponto (x,y) do plano xzy é V(x,y), entdo o vetor
de intensidade elétrica no ponto (z,y) é dado por E = —VV (z,y). Suponha que
V(z,y) = e 2 cos(2y).

(a) Determine o vetor de intensidade elétrica em (%,0).
(b) Mostre que, em cada ponto no plano, o potencial elétrico decresce mais
rapidamente na direcdao e no sentido do vetor E.
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13.

14.

15.

16.

17.

(c) Encontre o valor maximo e o valor minimo da taxa de variacdo do potencial
" .
elétrico em (Z,O).

Determine uma equacao do plano tangente e uma equacao da reta normal ao
hiperboloide de equacdo 2% — 2y — 422 = 10 no ponto (4,—1,1).

Determine uma reta que seja tangente a curva x? + Ty + y2 = 7 e paralela a reta
dx + by = 17.

Determine um plano que seja tangente a superficie 22 + 3y? +22% = % e paralelo
ao plano x + y + z = 10.

/8 + 22 + y?

e da reta normal ao gréfico da funcdo dada no ponto (2,2, 1).

Considere a funcdo z = . Determine as equacdes do plano tangente

Considere a curva C interseccdo das superficies de equacdes S; : 22 —2x2+1y?z = 3
e Sy : 3xy — 2yz = —2. Determine:
(a) um vetor tangente a C' em (1,—2,1).

(b) Os pontos do hiperboloide 2 + y? — 22 + 12 = 0, onde o plano tangente é
perpendicular ao vetor encontrado no item (a).

Respostas

1.

10.
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11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

(b) V41 na direcdo —57'+ 47
(a) C:a? —|—2y = 17 (elipse)
(b) —
(c) A temperatura se elevara aproximadamente de 0, 1° C' na direc3o de ——Z——j
(a)
(b)
(c)
20 -2y —2+1=0
2r+y—22=>5;(x,y,2) = (4,—1,1) + X\(8,4,-8), e R
y—2=—32(x—1)ouy+2=—3(z+1)
x—l—y—l—z—— ou x+y+z——%
(a) (3,2,4)

(b) (6,4,—8) e (—6,—4,8)

[@lecel
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@080

Derivadas Parciais de Ordem Superior

Objetivos:
» calculo de derivadas parciais de ordem superior;
= teorema de Schwarz;

= polinémio de Taylor de ordem 2; aproximacdo n3o linear.

Seja f : D C R? — R, D aberto, diferenciavel. Entio existem as funcdes derivadas
parciais de primeira ordem:

of of

—. 2 :DcR?—R
ox’ Oy
. Of : : . «
Suponhamos que as funcées 92 Du sejam diferencidveis em D. Entdo, temos as
T 0y

funcoes derivadas parciais de segunda ordem:

o (a0 (or)_ o
ox \ox ) 0x? oy \ox )  Oyox
0 (Y _ P 0 (ory
ox \dy /) 0xzdy’ oy \oy )  Oy?
o*f of of 0*f
0x?’ Oyox' Oxdy' Oy?
derivadas parciais de 3 ordem:

Pf Of Bf Bf Of Pf Pf Of

0x3’ Oydzr?’ dxdydzr’ Oy20x’ 0x20y’ dydxdy Oxdy?’ Oy3

E assim por diante.
Observacdo: Caso as derivadas parciais de 2% ordem existam, essa seria sua definicdo:

diferenciaveis em D, temos as funcoes

Supondo as funcdes

0 0
o . a—f<a+h,b)—a—f<a,b)
—=(a,b) = lim &L L
Ox? h—0 h
02 f g(a,b—l—k)—a—f(a,b)
(a,b) = lim 92 Oz
Oyox k—0 k
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: 9 (ab+ 1) - Lia,)
97 (0 b) = tim 2 y

ayQ ’ k—0 k

: 9 (0t n,8) - L an)
T (0,b) = lim 2 %y
Oxdy "’ h—0 h

Definicao: Dizemos que f é de classe C* em D se f tem derivadas parciais de ordem
k continuas em D.

Teorema de Schwarz Seja f : D C R? — R, D aberto. Se f for de classe C? em D,
entdo as derivadas parciais mistas sdo iguais em D:

P
8%8% Y= 8%8%

(x,y), Y(x,y)eD, Vil=1,...,n

92 f 9% f

Em particular, se f for uma funcdo de duas variaveis, T,y) = ).
p f , axay( ) 6y8x( Y)

Polindmio de Taylor de Ordem 1
Seja f: D C R?> — R de classe C' no aberto D C R% Seja (a,b) € D. O

polinémio:
Puay) = Flah) + GHa b - )+ G ia by - 0

é dito polindmio de Taylor de ordem 1 de f perto de (a,b).

Sabemos que Af ~ df quando (x,y) ~ (a,b). Logo,

faw) = fla,) = G a b - )+ Fia by -0

X

Se (7,y) ~ (a,b)
Donde,

o) = Flah) + GHa b - )+ ia by - b

se (z,y) ~ (a,b).
Portanto,  f(x,y) ~ Pi(x,y), se (z,y) =~ (a,b).
Polinémio de Taylor de Ordem 2
Sejam f : D C R? — R de classe C? no aberto D C R%* e (a,b) € D. O polinébmio
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Po(,y) = flab) + Lo b)@ —a) + D0, b))+

ox oy
1 [0? 0? 0
+§ 8_:13{(@’ b)(z —a)* + 28x6fy(a’b>(x —a)(y—0b)+ a—;(a,b)(y —b)?

é dito polinémio de Taylor de ordem 2 de f perto de (a,b).
Mostra-se que f(x,y) ~ Py(z,y) se (x,y) ~ (a,b).

Observacao

(1) Pi(x,y) = L(x,y), a fungdo linearizada de f perto de (a,b).

(I1) Py(x,y) também serve para aproximar os valores da fun¢do f em pontos préximos
a (a,b). O erro de aproximacdo de Py(x,y) é menor do que o erro de aproximac&o
pela linearizada.

(1) E aconselhavel aproximar por Py(z,y) quando g(a, b) = g—f(a, b) = 0. Exemplo:
x y

f(x,y) = cos(z +y) em (0,0).

Exemplos
1. Calcule todas as derivadas parciais de 2% ordem de f(z,y) = In (1 + 22 + »?).
Solucao
Temos
8f( ) 2x . 8f( ) 2y
~ [L’, - = _— :L’) s
or Y T I gy oy Y T T r a2 12
Logo,
82f( ) 201+ 22 +y%) — 2y -2y 2+22% +2y% —4a? 2 — 227+ 2y°
—(x e = -
Ox2 Y (1 +x2 +y2)2 (1 _|_x2 +y2>2 (1 +$2 _|_y2)2

Pf 2z —4xy

oydr (1+22+92)? (14224 y?)?

Pf 20+ +y?) —2y-2y 24227+ 297 —4y® 2+ 227 — 2

0y? (14 22+ y?)? (14 22+ y?)? (14 a2 + y?)?

Pf 2y —4xy

0xdy  (1+22+y2)2 (1 + 22+ y?)2
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2. Seja u = f(x — at) + g(x + at), onde f e g sdo duas funcdes quaisquer de uma
variavel real e derivaveis até a 2 ordem. Verifique que

Pu 0%

o2~ " 9a2
Esta equacdo é conhecida como a equacao de onda.
Solucao

Derivando u em relacao a x, temos:

ou 0 , 0
i f(x — at) %(x —at) +¢'(z + at) %(quat)
1 1

donde ? = f'(x — at) + ¢'(z + at).

x
0*u " 0 Y 0
Logo, el (x — at) g(x —at) +¢"(z + at) %(:ﬂ + at)
1 1

azu i 1
donde, —— = f"(v —at) + ¢"(z + at) (1)

Ox
Derivando u em relacao a ¢, temos:
gu _ f'(x — at) g(x —at) +4'(x + at) g(x + at)
ot ot g ot
—— ———
ou , ,
donde i —af'(z — at) + ag'(x + at).
2
Logo, % = —af"(x — at) %(m — at) +ag"(z + at) %(w + at), donde
~——
2
% =a’f"(x — at) + a*¢"(z + at)%(w + at), ou
82“ 2 (fn "
oz = ¢ (flle—a)+g"(@+at))  (2)
0?u 0*u , -
De (1) e (2), vemos que o azﬁ, como queriamos verificar.

3. Seja w(z,t) = (acos(cz) + bsen (cx))e ™, onde a, b e ¢ sio constantes.
Verifique que
ow . Pw
ot ox?
Esta equacdo é conhecida como a equacdo do calor.
Solucao

Derivando w em relacao a ¢, temos:
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%—otj = —kc®e F"t(a cos(cx) 4+ bsen(cz))

Derivando w em relacdo a x, temos:

Ow

o = et (—acsen(cx) + be cos(cx))

Derivando de novo em relacdo a xz, temos:

0? 2 2
6_9;2) = e F(—ac? cos(cx) — b2 sen (cx)) = —c?e *t(a cos(cz) + bsen (cz))
Portanto,

Ow e 0w

o =k “(acos(cz) + bsen(cx))| = k@

4. Suponha que f(z,y) seja de classe C? em R?. Seja g(t) = f(3t,2t+1). Expresse
g"(t) em ternos das derivadas parciais de f.

Solucao
Temos ¢(t) = f(x,y), onde x = 3t,y = 2t + 1. Pela regra da cadeia, temos

0 d 0 d 0 0
/) = Ghen) G + o @) =35 ) + 25 ),

ou seja,
g(t) = ng(x y) + 2af (x,y), onde a;x(I ), af(x y) sdo funcdes compostas.

Ent3o, novamente, pela regra da cadeia, temos:

70 =3 | 5 (e y))§{+a_(a_f< y))i

2
o (0f o of 4y
" [a— (i) L+ 5 (5o \d/}
f
Yo

=3 2
? *f(z,y) 0*f 2f
82
Como f é de classe C? em R?, ent3o pelo Teorema de Schwarz, temos W(x’ y) =
oy
7 ()
OyOox Y
Logo,
92 2 92
" of O f o°f
=9— 12 4—= )
'(t) = 95 5(0.y) + 125 - (.y) + 455 (x.0)
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82

5. Seja, 2 = f(u — 2v,v + 2u), onde f(z,y) é de classe C* em R?. Expresse 8_§
u
em termos das derivadas parciais de f.
Solucao
Sej; z = f(x,y), onde z = u — 2v,y = v+ 2u. Donde, % = 1,g—i = —2,% =
Y
2, —==1.
" Ov
Pela regra da cadeia, temos
0z Of or Of dy  Of af
— == —+ = — == 2— :
9u — 9. & Vg, t o (@, y)5 = 5 (@) + o (z,y)

Como ——(z,y) e =—(z,y) com z = u — 2v,y = v + 2u sdo fun¢des compostas,

ox dy

entdo, para deriva-las, usamos a regra da cadeia. Temos, entdo

2 [0 (of oxr 0 [Of Ay
ot [% (a—x@’y)) u " oy (W’”) a—u}

o (of ox o (of oy
2 [% (a—y@’y)) u " ay (a—y“"y)) %]

0*f 0*f 0*f o f

92

Como f é de classe C?, ent3o pelo teorema de Schwarz, segue que W(w, y) =
oy

7 ()

OyOx Y

Logo,

Pz O°f 0 f 0 f

6. Sejam f,g: D C R? — R, D aberto, duas funcdes de classe C? e tais que:

af Oy . of 9y

or  dy dy oz
*f  *f g D%
Proveque@—i—a—yQ:O e @—l—a—?ﬁzo.
Esta equacdo é conhecida como equacao de Laplace.
Solucao
: af 9y < of g <
Derivando — = —— em relacdo a x; e —— = ——— em relacdo a y, temos:
Jor Oy dy ox
Ff Py 0*f g

0x2  0x0y oy Oydx
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0*f 0*f 0% 0%g
donde, + = — )
ox?  0y? Oxdy Oyox

. N g D
Como g é de classe ¢* entdo, pelo teorema de Schwarz, temos = )
Ox0y  Oyox
>f o 0f
Logo, 922 + 6_y2 =0
Derivando, g—i = —g—gj em relacdo, a r e g—z = % em relacdo a y, temos:
@__82][ 829_ o*f
ox2  0x0dy’  Oza  Oydx
D’g D D’ f O f
L — 4 —= = — .
B0 B + Oy? Oxdy + Oyox
2 2 2 2
Como f é de classe ¢?, ent3o aaxgy = 883/53: Assim, % + g—yg = 0.

. Mostre que a seguinte funcdo é solucao da equacao do calor, para a,b e ¢ con-
stantes.

w(z,t) = (acos(cx) + B sen(cx))e e
Solucao
aw 2 —kc?t
o = —kc2e (acos(cx) + bsen(cx))
aw —ec?t
5 =€ (—acsen(cx) + bccos(cx))
xXr
2
% . (—ac2 cos(cx) — be? sen(cx)) =
s
= —c?e " (a cos(cz) + bsen(cz))
Py e J*w
= = k [—c*e " (a cos(cz) + bsen(cx)]] = k‘@
Solucao

8. Seja f(r,y) =23 +y® — 2® + 4y, (x,y) € R%

(a) Determine Pi(z,y), o polindmio de Taylor de ordem 1, de f em volta de
(1,1).

(b) Utilizando P;(z,y), calcule um valor aproximado para f(xz,y), sendo x =
1,001 e y = 0,99.

Solucao
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0 0
(2) Temos Py(w,9) = F(L1) + 5 (1)~ )+ 5 (L)~ 1)
gomo g—i(x,y) = 37> —2r e gg(x y) = 3y* + 4, resulta %(1 I)=1e
Fiq =
Ly =T

Entdo, Pi(z,y) =5+ 1(x — 1)+ 7(y — 1), ou seja, Pi(x,y) =z + Ty — 3.
(b) Como 2z =1.001 ~ 1 ey =0.99 ~ 1, entdo

£(1.001,0.99) ~ P,(1.001,0.99) = 1.001+7-(0.99)—3 = 1,00146.93—3 =
4.931.

9. Determine o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(z,y) = zseny, ao redor do

ponto (0, 0).
Solucao
Temos
B af af 82f O’ f >’f
Pafir,y) = £(0,0)+5(0,0)+ 5 (0,005 | 550,000+ 255(0,0)zy + 55(0,0)y7
Como
af 0 0?

_ f _ f
6_I(I7y) =sen Y, 8y (Z)’J,y) - mCOSy, a 2(ZE y) 0

0*f O2f
(%ay(%y) = C0sy, a—yz(x,y) = —xseny
o af . 8f - an B 62f B
entdo, 7-(0,0) = 0. 52(0,0) = 0. 75(0,0) = 0, 75(0,0) = L,
o2 f
a—yQ(o,o) = 0.

Assim, Po(z,y) =0+ 0.2+ 0.y +3[0- 2?2 +2-1- 2y + 0.7
ou seja, Py(x,y) = xy

10. Use o polindmio de Taylor de ordem 2 de f(z,y) = senx na origem para obter
uma aproximado de f(0.1,0.1).

Solucao

Como (0.1,0.1) ~ (0,0), entdo
£(0.1,0.1) ~ P(0.1,0.1) = (0,1)(0,1)

ou seja,
£(0.1,0.1) ~ 0.01
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Exercicios
1. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(x,y) = x3y> + zy*.
2. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(x,y) = myezyQ.

3. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(z,y,2) = z%sen (yz).
4. Calcule todas as derivadas de segunda ordem da seguinte funcdo no ponto (0, 0).
xy®

fa,y) =4 7o @) #(0,0)
0;  (z,y)=1(0,0)
5. Expresse g (t) em termos das derivadas parciais de f, sendo f : R? — R uma
funcao duas vezes diferenciavel e sendo
g(t) = f(1—t.t)
6. Considere h(u,v) = f(u*v? 2uv) onde f(x,y) é uma funcio de classe C?. Ex-
2
presse W(uw) em termos das derivadas parciais da funcao f.
u
7. A distribuicao da temperatura de um disco com centro na origem é dada por
o0?T oT
T(x,y) de classe C? em R?. Sabe-se que =0e —(x,y) = 2. Calcule
(z,9) m e 5 o o (z,9) u
0*U
W(p, 6), sendo U(p,0) = T'(pcos6, psend), em termos das derivadas parciais
de T em relacao a .
8. Seja v(r,0) = u(z,y), onde x = rcosh,y = rsend. Verifique que
82u+82u ~ d%u n 10v 4 1 0%
ox2  Oy2  Or?  ror  r2op?
2
9. Calcule ﬁ(l’ 1) onde z = f(x,y) é uma funcdo de classe C"' definida implici-
yox
tamente pela equacdo 23 + y° + 2° = 2 + y + 2 sabendo que f(1,1) = 1.
10. Dizemos que uma func3o de duas variaveis é harmonica se é de classe C? e satisfaz
a equacao de Laplace:
OPu  0*u
Au=—+—=0
U7 + Oy?
Mostre que a seguinte funcdo é harmonica
k(x,y) =e"seny + e’ cosx
11. Use o polindmio de Taylor de ordem 1 da funcdo f(x,y) = x%y% no ponto (1,1)

para obter uma aproximacdo de f(1.1,0.9).
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12. Determine Py(x,y) de f(x,y) = In(1 + = + 2y) ao redor de (0,0).

13. Usando o polindmio de Taylor de 2* ordem para alguma funcdo conveniente, dé
um valor aproximado de (0.95)2" (considere f(z,y) = 2¥ = ev'"®)

Respostas
o f o2f  0f 92 f
1. 2L = Gay? = = 62y + 4P, SL = 2% + 12242,
Ox? by 0xdy  Oyox by +4y™, Oy T Lery
O*f 0*f 0*f 21any2y O°F 2
2. - = _— = — Y (1+2y) — = 2 Yy 2 2 .
0x? " O0xdy  Oyox © " Oy? e’ (3 +2y%)
0*f 0*f 0*f 0*f 0*f
3 ar = 2SeNW2) 5 = yar — 2reos Rl o = ggy — 2y Cosv2)
2 2 2 2
g_y]; = —z%2%sen (yz), (;?g(:)fz = ;zéfy = —z%yzsen (yz), 57 = —2?y?sen (yz).
2 2 2 2
4.8f:0 oF 0 af—laf:().

022 ' dzdy e oyor ' Oy?
5. ¢"(t) = foa(1 = t,8%) — 4t fory (1 — £, 8%) + 42 f, (1 — £, 82) + 2, (1 — £, ¢3).

0?h
6. w(u, v) = 20% [, (u*v?, 2uv)+4uPo? [, (W02, 2u)+8uv? fry, (u?0?, 2uv)+4v? £, (u0?, 2uv).

7. pcos(pcos b, psend) + p*sen? 2L (pcos b, psend)
8. sem resposta

o*f
Oyox

10. sem resposta

(1,1) = —3.

11. 0.95
12, 742y — & — 20y — 2
13. 0.90225

@050
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@080

Extremantes locais. Classificacao de prontos
criticos

Objetivos:
» definicdo de maximo e minimo global;
» definicdo de maximo e minimo local; definicdo de ponto de sela;
» funcdo hessiana; classificacdo de pontos criticos;

» célculo de maximos/minimos absolutos em abertos.

Sejam f: D CR? — Re (a,b) € D.
Definicdo 1: Dizemos que (a,b) € D é ponto de méximo global ou absoluto de f se
f(z,y) < fla,b), V(z,y) € D.
Neste caso, f(a,b) é o valor maximo de f.
Definicdo 2: Dizemos que (a,b) € D é ponto de minimo global ou absoluto de f se

f(z,y) = fla,b), V(z,y) € D.

Neste caso, f(a,b) é o valor minimo de f.

Exemplo:

Seja f(x,y) = 2° + ¢*, (z,y) € R%
Temos
f(0,0) =0< 2* +y* = f(z,y),

para todo (z,y) € R% Logo (0,0) é ponto
de minimo global de f.

G

(0,0)

Figure 87: Minimo global
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Exemplo:

Seja f(x,y) = 4—a2—y, (z.) € B2

Temos
Gy
f(070) :424—$2_y2:f(1‘,y),
para todo (z,y) € R2. Logo, (0,0) é ponto _ o
de maximo global de f. Figure 88: Maximo global

Definicdo 3: Dizemos que (a,b) € D é ponto de maximo local ou relativo de f se existir
uma bolsa aberta B de centro (a, b), tal que

f(z,y) < f(a,b), V(x,y) € BND

Definicdo 4: Dizemos que (a,b) € D é ponto de minimo local ou relativo de f se existir
uma bola aberta B de centro (a, b) tal que

f(z,y) = f(a,b), Y(z,y) € BND.

Os pontos de maximo e de minimo de f sdo denominados extremantes de f.

(a,b, f(a,b))
f(B:(a,b))

Figure 89: Maximo local
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Figure 90: Dois maximos locais e Figure 91: Extremantes locais que nédo
globais com mesmo valor sao globais

Teorema: Sejam D C R? aberto e f : D — R diferenciével em (a,b) € D. Se (a,b)
af

, . 0 .
é um extremante local de f, entdo —f(a, b) = 0 e =—(a,b) = 0; ou equivalentemente,

ox y
Vf(a,b) = (0,0).

Interpretacdo geométrica: Sendo f diferencidvel em (a,b). O plano tangente ao grafico
de f em (a,b, f(a,b)), onde (a,b) é um extremante local de f, é um plano horizontal.

Com efeito, o plano tangente ao grafico de f no ponto (a,b, f(a,b)) é:

0
z— fla,b) = 3=(a,b)(z — a) + ==(a,b)(y — b)
8:(::0 By_ 4

donde, z = f(a,b) que é um plano horizontal.

Figure 92: Plano tangente em um extremante local
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Definicdo 5: Seja f : D C R? — R, D aberto. Um ponto (a,b) € D é dito de ponto
critico de f se Vf(a,b) = (0,0) ou se V f(a,b).

Observacdes:

(1) Se (a,b) é um extremante local, entdo (a,b) é ponto critico.

(I1) Se (a,b) é um ponto critico, entdo (a,b) é candidato a ser extremante local.

(1) A reciproca do Teorema é falsa.

(V)

De fato, considere a funcdo f(z,y) = y*> — 22, que é diferencidvel. Os pontos
criticos de f sdo encontrados resolvendo o sistema

of

Oz N { —2r =0
8f 0 2y=0
a_y(xay) -

Portanto, (x,y) = (0,0) é o Gnico ponto critico da funcdo.

Observe que o grafico de f tem equacdo G, : z = y* — 22, que é um paraboloide
hiperbélico.

Figure 93: Ponto de sela

Pelo grafico de f, vemos que o ponto critico (0,0) ndo é um extremante local.
Com efeito, a curva intersecio com o plano x = 0, isto é, z = 32, possui um
minimo em (0,0). J& a curva intersecdo com o plano y = 0, isto é, z = —1?,

possui um maximo em (0, 0). Neste caso, (0,0) é dito de ponto de sela.

Seja p(z,y) = Ax®> + By? + Cay + Dx + Ey + F, onde A, B,C, D, E, F sio
constantes. Se A # 0 e B # 0, entdo o gréfico de p, G, é um paraboloide eliptico
ou um paraboloide hiperbdlico.
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(V)

(V1)

Figure 94: Sela, maximo e minimo

Se (a,b) € R? é um extremante local de f, entdo GG, é um paraboloide eliptico.
Logo (a,b) é um extremante absoluto de f.

Se (a,b) € R? ndo for um extremante local de f, entdo G, é um paraboloide
hiperbdlico. Logo (a,b) é um ponto de sela.

Se f: D CR* — R, D aberto, for uma funcio de classe C? e (a,b) um ponto
critico, entdo
o0 f 10%f 10°f

BPy(z,y) = f(a, b)+8x—8y(a’ b)(x—a)(y—b)—{—g@(a, b)(if—a)2+§ay2

(y=b)* =
= A2? + By? + Cay + Dz + Ey + F,

onde A, B,C, D, E, F sao constantes, é o polinomio de Taylor de ordem 2 de f
centrado no ponto (a,b).

Se Vf(a,b) = (0,0) e o ponto critico (a,b) ndo for um extremante local (maximo
ou minimo), entdo (a, b) é dito de ponto de sela.

Para analisar a natureza de um ponto critico (a,b) de f tal que V f(0,0) = (0,0)
usaremos o teste da derivada segunda.

Seja f : D C R? — R, D aberto, cujas parciais de segunda ordem existem em D.
A matriz

B 82 82
>’f ’f

hy(z,y) =

é dita matriz hessiana de f no ponto (z,y) € D.

Seja f: D C R? — R, D aberto, de classe C? em D. A funcio

Hp(z,y) =

’f ’f
@(% Y) 8x—é9y;(x’y)

_of, 0% 0% f 2
M(%y) a—yQ(fﬁay)
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é dita hessiano de f no ponto (x,y) € D.

Observe que o hessiano Hf(x,y) é o determinante da matriz hessiana hs(z,y),
V(z,y) € D.

Por abuso de notacdo escreveremos H(x,y) sempre que n3o houver dividas sobre a
funcao f.

Observe que
1 —
Paa) = fa)+ glo—ay =t e [ 4],

sendo P, (z,y) o polindmio de Taylor de ordem 2 centrado em (a, b) da funcdo f.

Assim, de acordo com a observacdo (IV) e (V), préximo do ponto (a,b) a funcdo
f(x,y) pode ser enxergada como um paraboloide eliptico ou um paraboloide hiperbdlico,

—b
negativa ou definida positiva (de esquerda a direita na figura da Observacdo (1V)).

dependendo da forma quadrética [z —a,y —b] h¢(a,b) B B a} for n3o definida, definida

O Teorema a seguir relaciona o argumento anterior com os extremantes da funco.
Ver observacao (V).

Teorema (teste da derivada segunda): Seja f : D C R*> — R, D aberto, de classe C?
em D. Seja (a,b) € D, um ponto critico de f, isto é, V f(a,b) = (0,0). Entdo,

2
(i) H(a,b) >0e %(a, b) > 0 = (a,b) é ponto de minimo local de f

2
(i) H(a,b) >0e %(a, b) < 0 = (a,b) é ponto de maximo local de f

(i) H(a,b) <0 = (a,b) é ponto de sela de f

(iv) H(a,b) =0 = nada se conclui.

Exemplos

1. Determine os pontos criticos de f(z,y) = 2 + y* — 3z — 3y.

Solucao

Como f é diferencidvel em R?, entdo os pontos criticos de f s3o encontrados
resolvendo o sistema
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0

2.y =0

X N 3(E2—3:0:> x2:1:> r ==+l
of 32 —3=0 y? =1 y==+1

Portanto, os pontos criticos sdo (1,1),(—1,1),(1,—1),(—1,—1).
2. Determine os pontos criticos de f(z,y) = /22 + y>.

Solucao

Temos 2 ’ of (x,y) = N Y(z,y) # (0,0).

dr — \JaZt 2 Oy Var+y?
Observe que Dy = R?, portanto falta estudar a origem. Temos

g (0:0) = lim I A

0
O limite n3o existe, logo /Ha—f(0,0) e também n3o existe V f(0,0). Entdo, (0,0)
T

€ o Unico ponto critico da funcao f.

Como f(0,0) =0 < /22 + 42 = f(z,y), V(x,y) € R?, o ponto critico (0,0) é
um ponto de minimo absoluto de f.

|
.
:

3. Classifique os pontos criticos da funcdo f(x,y) = x® +y* — 3z — 3y.
Solucao

Vimos anteriormente que (1, 1), (1,—1), (—1,1) e (=1, —1) sdo os pontos criticos
de f. Temos, f, =32%—3, f, =3y* — 3, fux =62, fo, =0, f,, = 6y.

Logo,

6xr 0
H(x,y):' 0 Gy’:36xy.

Aplicando o teste da segunda derivada:
H(1,1) =36 >0, f,(1,1) =6 > 0= (1,1) é ponto de minimo local
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H(-1,1) = —36 < 0= (—1,1) é ponto de sela.

H(,

H(-1,-1) = 36 > 0 e fu.(—1,
maximo local.

possivel, pelo teste da derivada segunda.

Solucao
of of
T = =423, == =4y,
emos o x°, By Y
Logo,
0
a—f(:c,y)zo
x {4:63:()
=
8f( =0 4y* =0
ay xay -
o0 f o0 f 0 f
T — = 1222, — = 129
emos 92 x°, )2 Y, 20y

1442%y?, donde H(0,0) = 0. Portanto,
segunda.

Contudo,

=0, logo H(z,y) =

1
—1)=-36 < 0= (1,—1) é ponto de sela
—1) = =6 < 0 = (—1,1) é ponto de

4. Seja f(z,y) = 2* + y*. Determine os pontos criticos de f e classifique-os, se

(z,y) = (0,0)
é o Unico ponto critico da funcao

1222 0
0 122
nada se conclui pelo teste da derivada

£(0,0)=0<a" +y" = f(z,y)

para todo (z,7y) € R?. Logo, (0,0) é ponto de minimo global de f.

. Analise a natureza dos pontos criticos de f(z,y) = 2% + y* — 2% — 2y.

Solucao

Temos f, = 8z% — 2z, f, = 2y — 2. Para encontrar os pontos criticos de f,

devemos resolver o sistema de equacdes:

{fx:O N {8x3—2x:0

{455(4:1:2 -1)=0

r =0 ou 4x2—1:O =10 ou x:%
=
y—1=0 y=1
. . 1 1
Logo, os ponto critico de f sdo (0, 1), (I,O), (—570),

Vamos aplicar o teste da derivada segunda, temos

fox = 2427 — 2, f1, = 0, f,, = 2.

O hessiano de f é dado por

H(z,y) = 0

2 (1222 — 1)

0
o | =4 (122" —1).

Page 145



Begona Alarcén e Rioco Kamei IME-UFF

H(0,1) = —4 < 0= (0,1) é ponto de sela

1 1 1 1
H(,0) =4(12- - —1 Oe fur(2,0) =2(12-~—1 0

1
(§,O> é ponto minimo local.

1 1 1
H(—i,o) >0e for (—5,0) >0= <—§,O> é ponto de minimo local.

6. Determine o ponto do plano x 4+ 2y — z = 4 que se encontra mais préximo da
origem.
Solucao

A distancia de (z,y,z) a (0,0,0) é dada por d(z,y, z) = \/22 + y*> + 22. Como
(x,y, 2) estd no plano, entdo x + 2y —z=4ou z ==z + 2y — 4. Assim, temos

D(x,y) = \/x2+y2—|— (x + 2y — 4)2.

Observamos que minimizar D(z,y) é equivalente a minimizar D?(z,y) = f(z,y).
Ent30, consideremos

flx,y) =2+ +(x+2y —4)* >0, VY(z,y) € R%

O fato de f(z,y) = 0 n3o significa que 0 seja o valor minimo global. Pode ser um
outro valor M > 0. O mesmo acontece com a funcdo z = 2 + 3> + 8. Confira!

Aplicaremos o teste da segunda derivada para encontrar um ponto de minimo local
e depois argumentaremos que o mesmo é um ponto de minimo global.

Temos,
folz,y) =20 4+2(x+2y —4) =4x + 4y — 8
fy(z,y) =2y +2-2(x+ 2y — 4) = 4z + 10y — 16.

Os ponto critico sdo encontrados resolvendo

dr+4y—8=0 N dr +4y =8
4r +10y —16 =0 4 + 10y = 16

o

2
:>6y:8:>y:§,:c:§.

2 4
Entdo (z,y) = (g, §> é o (nico ponto critico de f.
4 4
Temos fmj =4, fzy = 4vfyy =10. Logo' H(x’y) = '4 10‘ =40—-16 > 0. Como

2 4
fzz = 4 > 0, entdo, pelo teste da derivada segunda, temos que (5’ §) é ponto

de minimo local de f.
. A . 2 4\ ,
Como f é um polindmio de grau 2, decorre da Observacdo (IV) que 33 é
. . . , (24 2
ponto de minimo global. Portanto, o ponto mais préximo da origem é | =, =, ——

3’3" 3
2
e M = g > (0 é a distancia minima.
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7. Deseja-se construir uma caixa retangular sem tampa, com volume 4dm3. O ma-
terial a ser utilizado nas laterais custa o dobro do que serd utilizado no fundo.
Determine as dimensGes da caixa que minimiza o custo do material.

Solucao

Sejam x,y, z > 0 as dimensGes da caixa. Logo, zyz = 4, donde z = a:iy x,y > 0.
O custo total é dado por 2(zz + yz) + zy, onde z = xiy
Portanto, queremos minimizar f(z,y) = 2 (3 + %) +azy, x>0,y >0.

of 8 of 8

Temos, —— = —— +y, =— = —— + x. Vamos resolver

Ox 2 oy Y2

4

8 8
Uy=o |~mtv=0 |v=530
ox N N

8
0 . - - —
\05(1779):0 2 0 ! 92(*)

>0
:>x2y:xy2x%> T=1y

(:*gx3:y3:8:> (x,y) =(2,2)

Rf 16 2f . 9*f 16

Temos — = —

oz 23 ooy ' Oyr  y3
16
Entso, Hir.y) = |7 15 = &
ntdo, H(z,y) = 16] = 35,5~ 1
e
162 92 f 16

Como H(2,2) = o1 1>0e %(2, 2) = <7 0, decorre do teste da segunda

derivada que (2,2) é ponto de minimo local. Pela natureza do problema, vemos

4
que as dimensdes que minimiza o custo sdo x =2, y =2 e z = 59 = 1. Eo
custo minimo é de f(2,2) = 8 unidades de moeda.

Exercicios

1. Analise a natureza dos pontos criticos das seguintes funcdes.

(a) flz,y) =2* +3xy — 152 — 12y
(b) flz,y) =y —y? + 2%y

() flz,y) =" +y° +x—2y

(d) f(z,y) = (z —3)In(zy)
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2. Determine as dimensGes de uma caixa retangular sem tampa, com um volume de
32 dm? e que requer uma quantidade minima de material para a sua construc3o.

3. Determine a distdncia mais curta entre o ponto (1,0, —2) e o plano 242y +z = 4.

Respostas

1. (a) (2,1) ponto de minimo local; (—2,—1) ponto de maximo local; (1,2) e
(—1,2) pontos de sela .

(b) (0,
(c) (1
(d) (3, 3 ) ponto de sela.

) ponto de maximo local; (1,1) e (—1,1) pontos de sela .

— [

e (—1,—1) pontos de minimo local.

Y

2. base quadrada de lado 4 dm e altura 2 dm

3. 5v/6/6.

@050
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@080

Extremos absolutos em compactos. Multipli-
cadores de Lagrange

Objetivos:
» Teorema de Weierstrass; célculo de maximos/minimos absolutos em compactos

» Multiplicadores de Lagrange

Teorema (de Weierstrass): Se f : D C R? — R é continua num conjunto compacto

K C D, entdo f tem um valor maximo absoluto e também um valor minimo absoluto
em K.

Método para encontrar extremantes absolutos em um conjunto compacto

1. Achar os pontos criticos no interior de K, Int(K), e achar os valores de f nestes
pontos criticos.

2. Achar os valores maximos e minimos de f fronteira de K, F'r(K).

3. Compare os valores obtidos no item 1) e 2). O maior deles serd o valor méximo
absoluto e o menor deles serd o valor minimo absoluto.

O conjunto fronteira de K pode ser um ponto, uma curva ou unido de pontos e
curvas. Portanto, um caminho natural para calcular os maximos e minimos na fronteira
é estudar a imagem da parametrizacdo do conjunto.

Exemplo: Encontre os extremos absolutos da funcdo f(z,y) = 2z% + 3y? na regido

K={(r,y) eR%-1<2<1,0<y<1}.

Figure 96: O conjunto K = {(z,y) e R} -1 <2 <1,0<y <1}
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Observe que o conjunto fonteira de K é a unido dos segmentos: Cy : (—1,0)(1,0),
Cy: (L,0)(1L,1), Cy:(L1)(—1,1) e Cy:(—1,1)(—1,0).

J4 ointerior de K é a parte interna do retangulo, isto é, Int(K) = {(z,y) e R*; -1 <z <1,0<y < 1}

Como K C Dom(f) = R? é um conjunto compacto e f(z,y) é uma funcio continua
em K, entdo o Teorema de Weierstrass nos garante a existéncia de maximo e minimo
em K.

1. Calculemos o pontos criticos no interior de K.

of

—(z,y) =0

Ox :{436—0
ﬁ( - 6y =0
ay x’y -

Donde, x = y = 0. Como (0,0) ¢ Int(K), ndo temos pontos criticos no interior
do compacto.

2. Calculemos o maximos e minimos na fronteira de K.

Y i) cs(t) N

Observe que a fronteira de K é a unido dos segmentos C; : «a;(t) = (¢,0),t €
[(—1,1]; Cy : ao(t) = (1,t),t € [0,1], C5 : az(t) = (—t,1),t € [-1,1] e
Cy:ay(t)=(—1,1—1t),t € [0,1]. Estudemos cada segmento por separado:

(a) Seja g1(t) = f(au(t)) = f(t,0) = 2%, t € [-1,1]. Donde ¢(t) = 4t =
0 < ¢t =20. Como 0 é um ponto interior do intervalo [—1,1], os
valores maximos e minimos absolutos de f no segmento C'; serdo atingidos
no instante t = —1, t = 0 out = 1. Temos, g1(—1) = f(—1,0) = 2,
91(1) = f(1,0) =2 e g1(0) = f(0,0) = 0.

(b) Seja go(t) = flaa(t)) = f(1,t) = 2+ 3t*, t € [0,1]. Donde gj(t) =
6t =0 <= t=0. Como 0 é um extremo do intervalo [0, 1], temos que os

valores maximos e minimos absolutos de f no segmento (', serdo atingidos no
instante t = 0 ou t = 1. Temos, g2(0) = f(1,0) =2 e ¢2(1) = f(1,1) = 5.
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(c) Seja g3(t) = f(as(t)) = f(—t,1) = 2t* + 3, t € [-1,1]. Donde g4(t) =
4t =0 <= t=0. Como 0 é um ponto interior do intervalo [—1, 1], temos
que os valores maximos e minimos absolutos de f no segmento (5 serao
atingidos no instante t = —1,t =0 ou t = 1. Temos, g3(—1) = f(1,1) =5,
g5(0) = £(0,1) =3 e g5(1) = f(~1,1) = 5.

(d) Seja g4(t) = flau(t)) = f(=1,1 —t) =2+ 3(1 —t)?, ¢t € [0,1]. Donde
gi(t) = =6(1 —t) =0 <= t=1. Como 1 é um extremo do intervalo
[0, 1], temos que os valores maximos e minimos absolutos de f no segmento
C serdo atingidos no instante t = 0 ou t = 1. Temos, g4(0) = f(—1,1) =5
e gu(1) = f(=1,0) = 2

3. Resumindo:

pontos | (—=1,0) | (0,0) | (1,0) | (1,1) [ (=1,1) | (0,1)
valores | 2 0 2 5 5 3

Comparando todos os valores da tabela, temos que o valor maximo absoluto em
K é5, atingido nos pontos (1,1) e (—1,1). Ja o valor minimo absoluto em K é
0, atingido no ponto (0, 0).

Observe que todos os valores sdo atingidos na fronteira de K, pois f ndo possui
pontos criticos no interior de K.

Na figura a seguir o compacto K C Dom(f) estd desenhado com cor roxa no plano
z =0, Ja a imagem do retangulo e seu interior, f(K) C Gy, esta desenhado com cor
amarela. Observe como os pontos mais altos em f(K) sdo A = (1,1,5) e B = (—1,1,5);
e 0 ponto mais baixo de f(K) é C' = (0,0,0).

A=(1,1,5)

B=(-1,1,5)

Gy

Figure 98: Extremantes absolutos em compactos
Quando a fronteira do compacto é uma curva suave, existe um outro método para

calcular os extremantes do item 2 do método para encontrar extremantes absolutos em
um conjunto compacto. Esse novo método é devido a Lagrange.
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Maximos e minimos condicionados com uma restricio: Sejam f,g: D C R? — R, D
aberto. Queremos extremar f(x,y) sujeito a condicdo g(x,y) = 0.

Dizemos que (z,yo) é méaximo local (respectivamente, minimo local) de f sujeito
a condicdo C' : g(x,y) = 0 se existir uma bola aberta B de centro (z,yo), tal que

f(xo,y0) = f(x,y) (respectivamente, f (zo,%0) < f(z,9)), V(z,y) € BNC.

Teorema de Lagrange: Se f,g s3o de classe C' em D, C : g(z,y) = 0 é curva de
nivel da funcdo g e

(3) Vglz.y) # (0,0) em C
(b) (z0,y0) é um extremante local de f sujeito a condicdo g(z,y) =0

Ent3o,
Vf (Io,yo) HVQ <I07y0> .

Equivalentemente, existe A € R (dito multiplicador de Lagrange), tal que

V[ (xo,y0) = AVg (20, Yo) -
Observacao:

(1) Se a curva C' : g(x,y) = 0 for compacta, o Teorema de Weierstrass garante a
existéncia de extremantes absolutos condicionados. Portanto, para encontrar os
candidatos (g, yo) a extremantes locais de f(z,y) sujeito a condicdo g(x,y) = 0,
basta com resolver o seguinte sistema

( ( 8 a
a—i(fﬂ,y) = Aa—i(x,y)
Vf(z,y) = AVy(z,y)
ot a—f(x y) = A@(%’ y)
g(x,y) =0 oy oy’
\ [ 9(2,y) =0

para algum A € R, sempre que Vg(z,y) # 0 na curva de nivel. Depois devemos
fazer uma analise dos dados para achar os extremantes globais.

(I1) Se a curva C : g(x,y) = 0 n3o for compacta (por exemplo xy = 0), o Teorema de
Weierstrass ndo se aplica. Portanto n3o estd garantida a existéncia de extremantes
absolutos na curva C.

(I11) Sejam f,g: D C R® — R, D aberto, funcdes de classe C' de trés varidveis. En-
tdo o conjunto C': g(x,y, z) = 0 é uma superficie de nivel. Para encontrar os can-
didatos (xg,¥yo,20) a extremantes de f(z,y, z) sujeito a condicdo g(z,y, z) = 0,
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devemos resolver o sistema:

| () =2 P (0.2)
Vf(z,y,2) =AVg(z,y,z) g—z(%% z)=A g—z(%y, z)
ou
= L) =2 L(e0.2)
( [ 9(2,9,2) =0

para algum \ € R, sempre que Vg(z,y,2) # 0 na superficie de nivel.

Exemplo: Determine o méximo absoluto de f(z,y) = 2% — y?, sujeito & condicdo
322 + 2y = 1.

Note que f e g(z,y) = 322 +2y? — 1 sdo de classe C' e Vg(z,y) = (6z,4y) # (0,0)
para todo 322 + 2y?> = 1. O método dos multiplicadores de Lagrange nos diz que o
candidato a maximo absoluto condicionado deve verificar as equacdes

Vf(r,y) = AVg(z,y)

g(a,y) =0
ou
(2x, —2y) = A (6z,4y) 20 =6 x (1)
= —2y=4\y (2)
322 + 2% — 1 =0 322422 —1=0 (3)

1 1
De (1) temos que x =0 ou A = 3 Substituindo z = 0 em (3) obtemos y = +—.

V2

1
) e (0, —=) s&o candidatos a maximo.

V2 V2

1 4
Substituindo A\ = 3 em (2) obtemos —2y = 3Y donde y = 0. Substituindo y = 0

Portanto os pontos (0, —

1 1
em (3), temos que x = +——. Portanto os pontos (———,0) e (—=,0) também sdo
(3) q 7 p ( 7 ) (\/§ )
candidatos a maximo.
Vamos calcular os valores de f nesses pontos:
1 1 1 1
ontos | (0,———=) | (0,—=) | (———=,0) | (—=,0
pontos | (0.——=) | (0.22) | (=—2.0) | (52.0)
valores | —1/2 | —1/2 | 1/3 | 1/3

Comparando os valores da tabela, temos que o valor maximo de f na curva C' :

1
3z% +2y* — 1 =0 é 1/3, atingido nos pontos (+—=,0).

\/g?
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Interpretacdo geométrica do método dos multiplicadores de Lagrange: Os valores ex-
tremos absolutos de f(x,y) restrito a condicdo g(x,y) = 0 sdo atingidos nos pontos
onde os vetores gradientes de f e g sao paralelos. Isto é, nos pontos onde a curva
g(z,y) = 0 for tangente a uma curva de nivel de f.

Com efeito, seja C': g(z,y) = 0 a curva de nivel k£ = 0 de g verificando C' C D.

R

Figure 99: Curva de nivel g(z,y) =0

Sejam Cy,, Ck,, Cky, Ck,, ... curvas de nivel de f com k1 < ko < ks < ky < ...

A figura a seguir mostra um dos pontos extremos condicionados. Observe que na
intersecao da curva restricdo com a curva de nivel Cj, e na intersecdo com a curva Cj,
temos mais dois extremos condicionados. Para detetar qual dos trés pontos é de maximo
e qual é de minimo absoluto, precisamos conhecer apenas os valores dos niveis k; e ky,
pois o nivel k; estd entre k; e ky. Portanto, se k; < k4, 0 ponto (z,y) é ponto de
maximo absoluto (condicionado). Ja se k; > k4, o ponto (z,y) é ponto de minimo
absoluto (condicionado).

Vg(xo,yo)

Figure 100: Interpretacdao geométrica do método dos Multiplicadores de La-
grange
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Exemplo: Identifique no mapa de contorno de f(z,y) = 2? — 3* os extremantes condi-
cionados a 322 + 2y% = 1.

T2
1 1
"\ L 7
.6 0.8 1 12 14
C: 322 +2y2—-1=0
Cr: a2t —y*=k
Figure 101: Extremantes de f(x,y) = 2* — y* condicionado a 3z* + 2y* = 1

Maximos e minimos condicionados com duas restricdes: Sejam f,g,h: D C R® — R,
D aberto. Queremos extremar f(z,y, z) sujeito as condi¢des g(z,y,2) =0 e h(z,y, z) = 0.

Sejam S : g(z,y,2) = 0, uma superficie de nivel de g, e Sy : h(x,y,z) = 0, uma
superficie de nivel de h. E seja C' = 51 N S5 a curva intersecao das duas superficies.

Se f,g,h sio de classe C' em D aberto de R3 com Vg(z,y,2) # O em S e
Vh(x,y,z) # O em Sy. Temos que

Vg (zo, Yo, 20) L S1 em (xo, Yo, 20) €

Vh (.Qﬁo,y(), Zo) 1 Sg em (.270,@/0, Zo).
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vf(wﬂl Yos ZO)

WV g (o, Yo, z
9( 05 Yo, 0) Vh(o, yos 7o

Sy: h(z,y,z) =0
Figure 102: Multiplicadores de Lagrange com duas restricoes
Se (29, Yo, 20) € um extremante local de f(z,y, z) sujeito a g(x,y, 2) = 0 e h(z,y, z) =
0, entao
(a) Vf(xo, Yo, 20) estd no plano determinado por Vg(xo, Yo, z0) € Vh(xg, yo, 20). Isto
&, Vf(zo, 50, 20) = AVg(0, Yo, 20)) + 1V h(zo, yo, 20), para alguns A, i € R.
(b) g (5307907 ZO) =0
(C) h (xo, Yo, ZO) =0

Portanto, para encontrar os candidatos a extremantes locais de f(z,y, z) sujeito as
condi¢bes g(z,y,2) =0 e h(z,y, z) = 0, devemos resolver o seguinte sistema:

Vf(z,y,2) = AVg(z,y,2) + puVh(z,y,z)

g(x,y,2) =0
h(z,y,z) =0

Exemplo: Encontre os pontos de maximo e minimo de f(z,y,2) = x + y + z, sujeito as

restricdes x? +y* =2 ez +2 = 1.

Devemos resolver o seguinte sistema

Vf(z,y,2) = AVyg(z,y,z) + puVh(z,y,z)

g(x,y,2) =0
h(z,y,2) =0
onde g(z,y,2) = 2> +y* —2 e h(z,y,2) = v+ 2 — 1.
Temos

1 =2\z+p (1)
1 =2y 2)
1=y (3)
22y’ =2 (4)
r+z=1 (5)
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De (1) e (3), temos 2Az = 0, donde A = 0 ou z = 0. Se A = 0 entdo de (2) temos
1 =0, o que é absurdo. Logo, = 0. De (4) e (5) termos y = +v/2, 2 = 1. Assim,
(0,4/2,1) e (0,—+/2,1) sdo candidatos a extremantes. Como f é continua e a curva

r+z=1
méximo e minimo absolutos. Como f(0,v/2,1) = 2 +1 > f(0,—v/2,1) = —v2 +1,
entdo f tem maximo 1+ /2 em (0,1/2,1) e minimo de 1 — /2 em (0, —v/2,1).

2 2
Tt +y = , . - .
C: { y € um conjunto compacto, entdo pelo teorema de Weierstrass temos

Exemplos
1. Uma placa metélica tem a forma de um disco D = {(z,y);2* +y* < 1}. Ela
é aquecida de modo que a temperatura num ponto (x,y) é dada por T'(x,y) =
3x? + 22 + % Encontre a maior e a menor temperatura na placa.
Solucao

Como D é um conjunto compacto e T'(z,y) é uma funcdo continua em D, entdo
o Teorema de Weierstrass nos garante a existéncia de maximo e minimo em D.

Yy y Y 2, .2
, D24y =1

oT or
Em Int(D), no interior de D, temos 8—(93,y) = 6z, a—(az,y) =4y + %
€z Y

Os pontos criticos em Int(D) sdo encontrados resolvendo o sistema:

oT

a—(:}:,y):()

z j{690:0 :{xzo

3T( =0 y+L =0 y(4+4)=0 =y=0 ou y=-12
- &, Y) =

Ay

Portanto, (0,0), (0,—12) sdo as solu¢des. Como (0,—12) ¢ D, entdo (0,0) é o
tnico ponto critico de 7" em Int(D). Temos 7°(0,0) = 0.

Na fronteira de D (Fr(D)) é a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1. Uma
T = COSt

parametrizacdo da curva seria ] , 0 <t < 2m.
y=SInt
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Logo, a temperatura em F'r(D) é dada por

. sendt
T(t) = T(cost,sint) = 3cos®t + 2sen’t + 5 O<t<2m

Em 0,27[: T'(t) = 0 < 6cost(—sent) + 4sentcost + ?’SQT“”cost =0

—2sencost+sen?tcost =0« sentcost(—2+sent) =0 = sentcost =

sent =2 2
0 ou S——=sentcost=0 O<t<2m t=2, t=% t=m.
absurdo! -

Na fronteira de [0,27]: 0 e 27
Temos T'(0) = T(1,0) = 3, T(27) = T(1,0) = 3.

Comparando todos os valores encontrados, temos

0=1T(0,0) < 3="T(1,0) = T(—1,0).

Assim, a temperatura minima é 0 e ocorre em (0,0) e a temperatura maxima é 3,
ocorrendo em (1,0) e (—1,0).

2. Encontre o maximo e o minimo da funcdo f(x,y) = 2? + 32y — 3z definida em
D={(z,y) eR% 220,y 20, +y < 1},
Solucao

Como a funcdo f é continua no compacto D, entdo pelo teorema de Weierstrass
existem maximo e minimo em D.
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No interior de D, os pontos criticos sdo encontrados resolvendo o sistema

0

W 2.y =0

X {2x+3y—3:0 (1)
3x =0 (2)

L =0

2)=2=0=3y—3=0=y=1=(0,1).

Como (0,1) ¢ Int(D), entdo n3o existem pontos criticos de f no interior de D.
Portanto, os extremantes absolutos estdo na fronteira de D.

Temos Fr(D) = C, UCy U (3, onde
Ci:x=0, 0<y<l, Cy:y=00<x<
Em Cy:gi(z) = f(z,y) = f(0,y) =0,0<y <

1.
Em Cy : go(x) = f(x,y) = f(z,0) = 22 — 32, 0 < x < 1. O gréfico da funcio é
uma parabola com valor méximo f(0,0) = 0 e minimo f(1,0) = —2.
EmCs: g3(z) = f(z,y) = f(z,1—x) = 2®+3x(l—2)—3x = 2*+32—32* -3z =
—22%, 0 < z < 1. O grafico da funcio é uma parabola com valor maximo
f(0,1) = 0 e minimo f(1,0) = —2.

Portanto, o valor maximo de f em Fr(D) é 0 e ocorre em todos os pontos da
curva (. Ja o valor minimo é —2 e é atingido no ponto (1,0).

r<1l; Ci3:y=1—20<x<1.

Funcao constante.

3. Determine o maximo de f(x,y) = x + ¥, sujeito a condicdo 2% + y? = 1.
Solucao

Seja g(z,y) = x? + y* — 1. Queremos maximizar f(x,y) = x + y sujeito a
g9(z,y) = 0.

Tanto f quanto g sdo funcdes de classe C*, ent3o para aplicar Multiplicadores de
Lagrange devemos resolver o sistema

{ Vf(z,y) = AVg(z,y)

g(x,y) =0
ou
(1.1) = A2z, 29) o )
2?42 =1 1 =2y (2)
P4yt =1 (3)
1,2 B 0= 2 ae L mor oy oy 22— 1
e T 22T 2y - —Y -
V2 (V2 V2 V2 V2
Portanto, x = j:T,a: = y. Dali, SRR e 5T sao 0s can-

didatos a extremantes locais.
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Como f(x,y) = z +y é continua e C : 2> + y?> = 1 é um conjunto compacto,
entdo pelo teorema de Weiererstrass f assume maximo absoluto e também minimo
absoluto em C'. Alias,

f(ﬁ @)_\/5>f(_£ _ii)__\/z

V2 V2

entdo o ponto de maximo é (7, 7) e 0 valor méximo é v/2.

4. Encontre os pontos da elipse 2% + zy + y?> = 3 mais préximos e mais afastados da
origem.
Solucao
A distancia de (z,y) a origem é dada por d(x,y) = /2% + y2. Entdo, devemos
minimizar f(z,y) = d*(z,y) = 2> + y* sujeito a g(z,y) = 0, onde g(x,y) =
22+ xy +y? — 3.

Tanto f quanto ¢ sdo funcdes de classe C*, ent3o para aplicar Multiplicadores de
Lagrange devemos resolver o sistema

{ Vi,y) =AVg(x,y) 3‘; _ iéigfzz; (12))
g(x,y) =0 > +ay+y?=3 (3)

- {EPEN

Como (0, 0) n3o satisfaz (3), entdo o sistema (4) admite solugdo ndo trivial. Logo,
o determinante dos coeficientes deve ser nulo. Isto é :

2-2\ =X

— _ 2 _ 2
gy F0= =20 =N =0

2
= (2-20-N2-2+1)=0=(2-3)2-N)=0= =7 our=2

3 3 3 3
substituindo em (3), temos que 3z? = 3. Logo x = +1 e y = z. Donde, (1,1) e
(—1,—1) s3o candidatos a extremantes.

2 4 2 2 2
Se)\:§, entao (2——)x——y:():>—9c——y:0. Portanto, y = x e

Se A =2 entdo 2—4)z —2y =0 = —2x —2y = 0. Portanto, y = —z e
substituindo em (3), temos que 22 = 3. Logo z = +/3 e y = —x. Donde,
(v/3,—v/3) e (—/3,/3) também s3o candidatos a extremantes.

Como C : 2% + xy + > = 3 € um conjunto compacto e f é continua, entdo f
assume maximo absoluto e também minimo absoluto em C'.
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Temos
f(171) :f(_la_l) :2<f(\/_7_\/§) :f(_\/§7\/§> :6’

entdo os pontos mais proximos da origem sdo (1,1) e (—1,—1); e os pontos mais
afastados da origem s3o (\/3, —\/5) e (—\/3, \/3)

5. Determine o ponto da esfera 22 + 3> + 22 = 12, cuja soma das coordenadas seja
maxima.
Solucao
Queremos maximizar f(z,y,x) = x + y + z sujeito a g(x,y,z) = 0, onde
g(z,y,2) = 2> +y* + 22 — 12.
Tanto f quanto ¢ sdo funcdes de classe C'!, ent3o para aplicar Multiplicadores de
Lagrange devemos resolver o sistema

1 =2\ 1)
Vi(r.y) =AVg(zr.y) 1=2Xy (2)
g(x,y) =0 1=2X\z (3)
224+ y?+ 22 =12 (4)
1 1 1
Como z,y,z # 0, de (1),(2),(3) temos que A = — = = —. Donde

21 2y 2z
r =y = 2. Substituindo em (4), 322 =12 =22 =4. Daix =42, 2 =y = 2.
Portanto, os pontos (2,2,2) e (—2,—2, —2) sdo candidatos a extremantes.

Como a esfera 22 + y? + 22 = 12 é um conjunto compacto e f é continua, pelo
teorema de Weierstrass tem-se que f admite maximo absoluto em minimo absoluto
na esfera. Como f(2,2,2) =6 > f(—2,—2,—2) = —6, entdo (2,2,2) é o ponto
da esfera cuja soma das coordenadas é a maxima possivel.

Exercicios

1. Encontre os valores extremos absolutos de f(z,y) = 4zy — 2 — y*> — 6x na regido
D={(z,y) e R*»0<x<2,0<y<3z}.

2. Determine os pontos de méximo e minimo absolutos da funcdo f(z,y) = e~ (22 + 2y?)
em D: 22 4+ 3% < 0.

3. Encontre os extremantes absolutos de f(z,y) = 2% + y* — 2x — 2y + 4 no disco
D:{(z,y);2* +y* < 9}.

4. A temperatura em qualquer ponto (z, %) do plano é dada por T'(x, y) = x*—z+2y°.
Qual a temperature maxima e minima num disco fechado de raio 1 centrado na
origem?

5. Estude os maximos e minimos absolutos da funcao

(a) f(x,y) = 2% — 2wy +y?, restritaa a2 + 92 =1
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(b) f(x,y) = x* — 2y?, restrita a 22 + y*> — 22 =0

6. Determine o ponto do elipsoide 22 +4y?+ 22 = 1 que maximiza a soma -+ 2y + 2.

2 2
7. Em que pontos da elipse de equacao -+ 5]

eixos coordenados um tridngulo de area m|n|ma?

= 1 a reta tangente forma com os

8. Seja f(z,y) = 322 + 2V 2xy + 49>,

(a) Determine os extremantes locais de f em R2.

(b) Atemperaturaem uma chapa D = {(z,y); 2% + 3> < 9} édada por f(z,y) =
322 + 2v/2xy + 4y>. Determine o maximo e minimo valor da temperatura
(se existirem) em D.

Respostas
1. Maximo absoluto é 0, em (0,0) e o minimo absoluto é —16 em (2,0)
2. Méximo absoluto é 18¢7? em (0, 3) e (0, —3); minimo absoluto 0 em (0, 0).

3. Maximo absoluto é 13 + 61/2 em ( 3‘2[, %§> minimo absoluto é 2 em (1,1).

s . 49 1 ﬁ s 4 1 1
4. Temperatura maxima é 2 em < R ) e temperatura minima é —1 em (3,0).

(a) (\/Li’ \/LE) ponto de minimo; (\/Lﬁ, —%) ; <—\/L§7 %) pontos de maximo

(b) (2,0) ponto de maximo; (g,_> ( 23

4

OJIN)

: ) pontos de minimo.

6. (352 35)
-<—” ) (o) (o) (o
)

(0,0) é ponto de minimo local

\l
o
o

)

[ee]
/\A
vv

[@recel
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